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Өгөгдсөи цэгүүдийг холбосон шугамуудын 
тор-графыг математпкинн төрөл бүрнйн салбар, 
хэрэглээнд өргөц аншгладаг. 

Энэ номып зохиогч нь цорвегийн нэрт алгебрч 
Ойстин Оре юм. Номыг ойлгоход хэрэг дээрээ 
дунд сургуулийн 7 — 8-р ангийн математикийн 
сурахаас хэтрэхгуй ^айм бага мэдлэг шаардаг- 
дана. 

Математикийн алгваа ном судалж, шинэ ухагд- 
хуун эзэмшнхэд мэдээжээр уншигчаас зохнх 
хүчнн чармайлт, тууштай байдал, тэвчээр шаар- 
дана. Гэхдээ энэ бол математнк үнэхээр сонпрх- 
дог хүнд таалагдахаас өөр талгүй. 



О Р ш и л 


Шиоицпрып пэрт матемптмкч Л. Эклер 1737 онд гряфын оно- 
Л|.1м апхпы ажлыг хчмлүулжээ. Графын омол пь математмкммн зу- 
гпатяМ Гшлом ухаан сормх Гюдлогуудтан холоогдож байсан учрлас 
эхэпдээ математмкммп нүсэр бмш салбарын пэгэнд тоологдож байв. 
Гэмч математикнйп цаамтдым хөгисил ялангуяа түүмий хэрэглээ нь 
графын ополыг хөгжүүлэхэд хүчтэй түлхэц өгчээ. XIX зуун гэхэд 
графын онолыг цахилгаан хэлхээний ба молекулийн схемийг бай- 
гуулахад хэрэглэх боллоо. Одоо үед графын онолыг цэвэр матема- 
тикийн салбар жишээлбэл ■ математикийн харьцааны онолд жирийн 
аппарат болгон хэрэглэж байгаагаас гадна нөгөө талаас янз бү- 
рийн харгалзаа тогтоох, тээврийн бодлого болон нефть дамжуулах 
хоолойн сүлжээний урсгалын тухай бодлого ер нь „программчлалын 
бодлогууд" гэж нэрлэгдэх практикийн янз бүрийн бодлого бодоход 
өргөн хэрэглэж байна. Одоо графын онол нь эдийн засаг, сэтгэл 
судлал ба бмолог зэрэг салбарг хэрэглэгдэж байна. Ялангуяа 
хэрэв математикчдын сонирхлыг одоо хүртэл татсаар байгаа дөр- 
вөн будгимн тухай алдарт бодлогыг математмкмйм зугаатай болон 
ухаан сормх бодлогын тоонд оруулбал эдгээр нь графыи оиолып 
хэсэг болсои хэвээр бампа. 

Математмкт графым омолыг топологммн нэгэн салбар гэж үз- 
дэг ба мөн эмэ онол нь алгебр ба тооны онолтой шууд холбоо- 
том юм. 

Бид энэ иомоцд грпфын оиолып зарнм мэгэн хялбар асуудлаар 
хязгаарлах хэрзгтэй болмо. Вид тэдгээрийг сонгон авахдаа нэг 
талаас, тийм аргаар бодож болдог зарим нэгэн тодорхой бодло- 
гуудтай танилцуулах. нөгөө талаас, графын тусламжтайгаар явуулж 
болох судалгааны талаар ямар нэгэн төсөөлөл олгох зорилго тави- 
лаа. Завшаан болоход математмкммн үлэмж даруухан аппаратаар 
графыи тухай сургаплыг эхлэн сүдлагчдад нэн хялбар ойлгогдо- 
хоор бичмж болдог байна. 



ГРАФ ГЭЖ ЮУ ВЭ? 


1 §. Спортын тэмцээн 

Тэнай сургуулийн хөл бөмбөгийн баг тэмцээнд орол 
цож, өөр сургуулиудын багуудтай тогложээ.гэж бодъё' 
Нийт 6 баг тоглосон байг. Танай багийг А үсгээр, ха- 
рин бусад багуудыг В, С, й, Е ба Р үсгээр тэм- 
дэглэе. Тэмцээн эхлээд хэдэн долоо хоноход зарим 
багууд харилцан тоглочихсон байв. Жишээлбэл: 

А нь С, О, Р - тэй 
В нь С, Е, Р - тэй 
С нь "А, В - тэй 
Э мь А, Е , Р - тэй 
Е нь В, О, Р - тэй 
Р нЬ А, В, О, Е - тэй 

тус тус тоглосон байв. 

Энэ байдлыг дараахь геометр схсмээр дүрсэлж бол- 
но. Баг тус бүрнйг цэг юмуу бяцхан дугуйгаар дүр- 
сэлж бие биетэйгээ тоглочихсон багуудад харгалзах 
хос цэгүүдийг (дугуйнуудыг) хэрчмээр холбоё. Тэгвэл 
өмнө дурдсан тоглолтын жагсаалтын хувьд 1 дүгээр 
зураг дээр дүрсэлсэн схем гарна. 

Ийм маягийн схемийг граф гэж нэрлэдэг. Тэр нь 
орой гэж нэрлэгдэх А, В, С, О, Е, Р - гэсэн хэд хэдэн 
цэгүүд, эиэ цэгүүдийг холбосон графын ирмэг гэж 
нэрлэгдэх, жишээлбэл АС юмуу ЕВ гэх зэрэг хэд хэ- 
дэн хэрчмүүдээс тогтоно. 

.1 дүгээр зургаас харвал графын зарим ирмэгийн огт- 
ЛОлцсон цэг графын орой бищбайж болно, Графын зарим 
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мрмэг огтлолцсои юм шиг харагдаж байгаа иь бид гра- 
(|)а;| хантгай дээр дүреэлснээс болж байгаа хэрэг юм 


А 



Огторгуйд бол графьш ирмэгүүдийг бие бие дээ- 
гүүр зөрж гарсан утаснууд гэж сэтгэх пь нэн тохи- 
ромжтой байхсан билээ. 



Аль ч тохиолдолд графыг хавтгай дээр дүрслэхдээ 
будилахаас болгоомжлон түүний оройнуудыг ил тод 
(жишээлбэл бяцхан дугуйнуудаар) дүрслэх шаардлага- 
тай юм. 

Ямар ч төрлийн тэмцээний тоглолтын олонлог бү- 
рийг харгалзах графаар дүрсэлж болно- Үүний урвууд 
хэрэв ямар цэг граф буюу, өөрөөр хэдбэл, хэрчмээр 

(> 


(нрмэгээр) холбогдеон цэгүүдээс (оройнуудаас) тогт- 
сон дүрс өгөгдсөн бол түүнийг ямар нэг тэмцээний 
схем гэж үзэж болно. Жишээ болгож 2 дугаар зураг 
дээр дүрсэлсэн графыг авч үзье. Энэ графыг найман 
багийн тэмцээнд А баг В, Е, й багуудтай; В ба 
А, Р, С, О-багуудтай тоглочихсон гэх мэт байдалд 
харгалзах граф гэж үзэж болно. 

Д а с г а л 

1. Тоглолтын улирлын дунд үсд танай хол бөмбогийн 
юмуу гар бөмбогийн багуудтай бусад багуудын тоглосоч тог- 
лолтын графыг зур. 

2.2 дугаар зураг дээрх графууд харгалзсан тоглолтуу- 
дыН бүрэн жагсаалтыг гарга. 

3. 1 ба 2 дугаар зураг дээрх графууд хичнээн нрмэг, 
хичнээн оройтой вэ? 

2§. ТЭГ ГРАФ БА БҮРЭН ГРАФ 

Графын онолыг хэрэглээнд олонтой тохиолддог за- 
рим нэг тусгай граф байдаг. Бид одоохондоо графыг 
биеийн тамирын тэмцээний явцыг илээр дүрслэн ха- 
руулсан схем гэж авч үзье.Тоглолтын улирал эхлэхээс 
өмнө ямарч тоглолт явагдаагүй учир графид ямар ч 
ирмэг байхгүй байна. Тийм граф нь саланги орой- 
н у у д буюу өөрөөр хэлбэл ганц ч ирмэгээр холбог- 
доогүй оройнуудаас тогтоно. Ийм маягийн графыг бид 
тэг граф гэж нэрлэж байя. Багууд буюу оройнуу- 
дын тоо иь 1, 2, 3, 4 ба 5-тай тэнцүү үеийн тийм гра- 
фуудыг 3 дугаар зураг дээр дүрсэлжээ. Энэ тэг гра- 
фуудыг Оь 0 2 , Оз гэх мэтчлэн, ер нь я-оройтой тэг 
графыг О п гэсэн тэмдгүүдээр тэмдэглэдэг заншилтай. 

Одоо бас нэг онцгой тохиолдлыг авч үзье. Тэмцээ- 
пий улирал дуусахад баг бүр бусад бүх багуудтай 
нэг нэг удаа тоглосон байж гэж бодъё. Тэгвэл хар- 
галзах графид хос орой бүр ирмэгээр холбогдсон бай- 
на. Тийм графыг бүрэн граф гэж нэрлэдэг. 4 дүгээр 
зураг дээр оройн тоо п= 1, 2, 3, 4,5 байх үеийн бүрэн 
графуудыг дүрсэлжээ. 

Бид энэ бүрэн графуудыг харгалзан С/ и С/ 2 , 0 3 ,С/ А , 
С/ ь гэлс ер нь /г-оройтой бөгөөд бүх бололцоот орой- 
пууд нь ирмэгээр холбогдсон графыг С/ п гэж тус тус 
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6 дугаар зураг 




тэмдэглэж байя. Эцэ графыг бүх диагоналуудыг нь 
татсан н-өнцөгт гэж сэтгэж болно. 

Ямар нэг граф, жишээлбэл .1 дүгээр зурагт дүрс- 
лэгдсэн 0 граф, байхад түүний дутагдаж байгаа (өө- 
рөөр хэлэхэд тухайн үед явагдаагүй боловч эцэстээ 
явагдах тоглолтуудад харгалзах) ирмэгүүдийг нэмж 
мөн тэр оройнуудтай бүрэн граф болгон хувиргаж бол- 
но. I дүгээр зураг дээрх графыг ингэж хувиргасныг 
5 дугаар зураг дээр (одоо хэрдээ явагдаагүй тоглол- 
туудад харгалзах ирмэгүүдийг тасархай шугамуудаар 
дүрслэв) дүрслэв. Одоохондоо явагдаагүй боловч эцэс- 
тээ явагдах тоглолтуудад ' харгалзах графыг мөн тусад 
пь зурж болно. 

(7-графыи хувьд эиэ граф ць 6 дугаар зураг дээр 
дүрслэгдсэн граф гарна. 

Энэ шинэ графыг С графын гүйцээлт гэж нэр- 
лэдэг ба түүнийг С гэж тэмдэглэж заншжээ. (7 гра- 
фын гүйцээлтийг авбал (зурвал) О граф гарна. О ба 
0 графуудын бүх ирмэгүүд нийлээд мөн тэр оройнууд- 
тай бүрэи графыг бүрэлдүүлнэ. 

Д а с г а л 

1.2 дугаар зураг дээрх графын гүйцээлтийг зур. 

2. Бүрэн граф Ь Т п -ийн ирмэгнйн тоо хэд вэ? 

3§. Изоморф графууд 

(7-графыг (1 дүгээр зураг) янз бүрээр дүрсэлж бо- 
лохыг тэмдэглэе. 

Нэгдүгээрт, түүний црмэгүүдийг заавал шулуум 
шугамуудаар 'дүрслэх нь алба биш. Өмнө авч үзсэн 
мөнхүү оройнуудыг бид дурын шугамуудаар холбож 
болно. Жишээлбэл (7-графыг 7 дугаэр зураг дээрх 
шигээр дүрсэлж болно. 

Хоёрдугаарт, графын оройнуудыг хавтгай дээр бид 
дураар байрлуулж болно. Жишээлбэл О графын орой- 
нуудыг 8дугаарзураг дээрх шигээр байрлуулж болно. 
Хэрэв 1,7 ба 8 дугаар зургууд дээрх гурван графыг 
спортын тэмцээний явцыг дүрсэлж байгаа графууд гэж 
үзвэл эдгээр нь чухам ямар ямар.багууд хоорондоо тог- 
лосон тухай яг ижил мэдээг агуулна. Иймд энэ графууд 
иь ямар нэг утгаараа нэгэн ижил графууд юм. 




7 дугаар зураг 

Хэрэв 0 1 ба 0-2 гэсэн хоёр граф нь явагдсан тоглол- 
гуудын нэг ижил жагсаалтад харгалзаж байвал тэд- 
гээрийг бид изоморф графууд гэж нэрлэж байя. 
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Өэр үгээр хэлбэл хэрэв 0 1 ба С 2 графууд изоморф 
бол тэдгээр пь иэг ижил тооны оройтой бз 0 1 графын 
дурын хоёр, жишээлэхэд В\ ба С х оройнууд ирмэгээр 
холбогдсон байвал С г графын тэдэнд харгалзах В г ба 
С 2 оройнууд бас ирмэгээр холбогдсон байх ба урвуу 
нь ч мөн биелнэ, 

Ю 


9 дүгэзр зураг 



1 1 дүгэ эр зураг 


1,7 ба 8 дугаар зураг дээрх графууд харахад хэдий- 
| ээр ялгаатай мэт боловч энэ тодорхойлолт ёсоор изо- 
морф (өөрөөр хэлбэл нэг ижил зохион байгуулалтт чй) 
1 Р !| ФУУД юм. Математикт олонтой хэрэглэгддэг „изо- 
морф“ гэдэг нэр томьёо нь грекийн“ (изо-тэнцүү (адил- 
\ап) ба морф хэлбэр (дүрс) гэсэн хоёр үгээс бүтжээ- 
Өгөгдсөн хоёр граф нь изоморф уу, үгүй юу гэсэн 
игуудлыг шийдэх явдал цөөнгүй тохиолдоно, Заримдаа 
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граф изоморф биш байгааг шууд хариулж болно- Жи- 
шээлбэл 9 дүгээр зураг дээрх графууд нь тэнцүү биш 
тооны оройтой учир изоморф байж болохгүй. Юдугаар 
зураг дээрх графууд нь ижил биш тооны ирмэгүүдтэй 
учраас бас л изоморф байж болохгүй. 



12 дугаар зураг 

Харин 11 дүгээр зураг дээрх графууд изоморф биш 
гэдгийг харуулахад арай нарийп сэтгэлгээ шаардагда- 
на. Жишээлбэл нэгдүгээр графид эхний оройдоо бу- 
цаж ирсэн 

(1,2), (2,3), (3,4), (4,8), (8,7), (7,6), (6,5), (5,1) 
пайман зэрэгцээ (өөрөөр хэлбэл хос хосоороо ерөнхий 
оройтой) ирмэгүүдийн дараалал байхад харин тийм да- 
раалал хоёрдугаар графад байхгүй байна. Иймд хоёр- 
дугаар гргфын оройнуудыг яаж ч тэмдэглэсэн нэгдү- 
гээр графын ирмэгээр холбогдсон оройн хос бүрийн 
хувьд хоёрдахь графын, ирмэгээр холбогдсон харгалзах 
хосыг бид зааж чадахгүй (Үүнийг батал). 

Хэрэв хоёр графыг нзоморф биш гэж яаж батлах 
нь шууд харагдахгүй байвал тэдний изоморф байх ту- 
хай асуудал нь нилээд төвөгтэй байдаг. Жишээ бол- 
гож 12 дугаар зураг дээрх графуудыг авч үзье. Энэ 
графууд нь үнэн хэрэг дээрээ изоморф юм. 

Д а с г а л 

1.1 ,2,6 дугаар зургууд дээрх графууд хоороздоо иэоморф 
биш гэдгийг үзүүл. 

2.11 дүгээр зураг дээрх хоёр граф хоороадоо изоморф 
байж болохгүйг харуулах бас нэг шалтгааныг заа. 

3.12 дугаар зураг дээрх хоёр графыи изоморф байГаа нь 
илт харагдахуйцаар эиэ хоёр графын оройнуудыг тэмдэглэ, 
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4§. Хавтгай графууд 

Олонхи асуудалд графыг яаж дүрслэх нь хамаагүй 
байиа, өөрөөр хэлбэл, ижил мэдээ агуулж байгаа изо- 
морф графуудыг нэг граф гэж авч үзэж болно. Жи- 
шээлбэл графыг анх тайлбарласан шигээ тоглосон 
тоглолтуудын өвөрмөд маягийн жагсаалт гэж сэтгэхэд 
ч ижил мэдээ бүхий графуудыг изоморф гэж үзэж бо- 
лох юм- Гэвч зарим тохиолдлуудад графыг тусгай мая- 
гаар зурж болох эсэх тухай асуудал гол лч холбогдол- 
той байдаг юм. 1 ба 7 дугаар зураг дээр дүрслэгдсэн 
хоёр изоморф графуудыг жншиж үзье. Нэгдүгээр дээр 
ирмэгүүд нь графын орой болдоггүй таван цэг дээр 
огтлолцсон байхад хоёрдугаар дээр графын ирмэгүү- 
дийн огтлолцлолын бүх цэгүүд нь түүний оройнууд 
болж байна. 

Ирмэгүүд нь зөвхөн оройнууд дээрээ огтлолцсон 
байхаар зурж болдог графыг хавтгай граф гэж нэр- 
лэдэг. Жишээлбэл 1 цүгээр зураг дээр дүрслэгдсэн 
0 графын хувьд түүнтэй изоморф бөгөөд бүх ирмэгүүд 
нь зөвхөн оройнууд дээрээ огтлолцсон граф (7 дугаар 
зураг) оршин байгаа учраас энэ граф нь хавтгай 
граф юм. 

Хавтгай графыг хот Суурингууд юмуу станцуудыг 
холбосои замуудыг дүрсэлсэн газрын зураг гэж үзэж 
болно. Жишээлбэл 13 дугаар зураг дээр дүрслэгдсэн 
газрын зураг дээр А, В, , 0 - гэсэн 7 станц тэм- 


& 



13 дугаар зураг 
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дэглэгдсэп бл тэгэхдээ тэдппй зпримуул пь бпо бпотэй- 
гээ АО, ВС, РЕ гэх мэтчилэн замуудаар холбогдсон 
байна. Мөн үүний урвуугаар замууд дүрсэлсэн газрын 
зу!раг бүхнийг хавтгай граф гэж үзэж болно. Ямар ч 
хотып дэвсгэр зургийг (жишээлбэл 14 дүгээр зургийг 
хар), мөн хавтгай граф гэж болох бөгөөд тэгэхэд гу- 
дамж нь ирмэг, гудамжны уулзвар болои талбай нь 
орои болио. 

Гэхдээ орчнп үеийн техник бндпий олон төгөөллийг 
өөрчплсөп учир одоо үед замуудыг дүрсэлсэп газрын 
зураг бүхэп н|. тэр болгон хавтгай графаар дүрслэг- 
дэхгүй гэдгийг бид (орчпн үеийп хөгжлийн дагуу) хү- 
лээп зөвшөөрөх ёстой. 
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15 дугаар зураг 



Хоёр замын огтлолцол дээрээс зорчипшд иЭг шуга- 
маас нөгөө шугамд шилжиж үл чадах тмйм ялгаатай 
түвшингүүдээр явсан шугамуудыг одоо үед замын 
сүлжээнд нэмэн хэрэглэх болжээ (15 дугаар зураг). 
Өөрөөр хэлбэл тийм янзын зургийг дүрслэх графын 
ирмэгүүд нь орой болохгүй цэгүүд дээр огтлолцоно 

Дасгал 

1. Өөрийнхөө оршии суудаг орон нутгийн орчны замыт 
сүлжээнд харгалзах хавтгай графыг зур. 

2. Өөрийнхоө оршин суудаг хот юмуу зэргэлдээх хотын 
дэвсгэр зурагт харгалзах хавтгай графыг зур. 


5§. Хавтгай графуудын тухай 
нэгэн бодлого 

Одоо бодлого бодоход графыг хэрэглэх талаар хоёр 
жишээ авч үзье. Эдгээр бодлогуудын аль аль нь ч ир- 
мэгүүд нь оройнуудаас өөр цэгүүд дээр огтлолцоогүй 
байхаар зарим нэг графыг хавтгай дээр зурж болох 
эсэхийг тодруулах асуудалд шилжих юм. Эртний нэг 
ухаан сорих бодлогыг („Гурван байшии ба гурвап худ- 
ги.ин т.\хай бодаого") эхний жишээ болгож үзье. 



Нэг газар гурван байшнн, тэйд оршин суугчдад зо- 
риулсан гурван худаг байв. Энэ орои путгийн цаг агаа- 
раас болж худагнууд пь үе үе пшргэдэг учраас бай- 
шнп бүрээс худаг тус бүрд хүрч очих боломжтой байх 
пь чухал байв. Ямар нэг хугацаа өнгөрсний дараа А,В 



ба С-Г)пЛш| 111 гпЙ 11 хйршүүЛ хог)|)ондпо ноптоЛ муудалц- 
санаас болж очих ба буцпх мпмдпп Гни> бмгтэйгээ дай- 
ралдахгүй байхаар -V, у, * г -гуринн худигт хүрч.ч аамууд 
засацгаахаар шийднэрлэжэч. 

Бүх замууд нь шулуун бийх срднйн опйрлалд хар- 
галзсан графыг 16 дугаар зураг дээр дурсэлжээ. Энэ 
зам буюу графын ирмэг нь А, В, С бнйпши ба х, у, 
г-худгуудын байрласап цэгуудээс ялпштпй олон цэ- 
гүүд дээр огтлолцсон байна. 17 дугппр мурнг дээрх 
шигээр замуудыг байгуулбал илуү огтлоЛцлын цэгүү- 
дийг 1 хүртэл багасгаж болно. 



Бидинй сонирхож буй асуудал: Харгалзсан граф иь 
хавтгай граф байхаар өөрөөр хэлбэл графын ирмэгүүд 
оройн А, В, С, X, Ү, 2 цэгүүдээс өөр хаана ч огт- 
лолцоогүй байхаар замуудыт байгуулж болох уу гэсэн 
асуудал болно. Хичнээн оролдсон ч та иар хэрэгтэй 
шийдийг олж чадахгүй.Гэхдээ дахин днхиц туршим үзэж 
оролдоод бодлогыг бид бодож чадахгуй байгаа явдал 
бодлого уулаасаа бодогдохгүйи матсматикнйи баталгаа 
хараахан биш юм. Нарийн баталгаа ш> дараахь тео|)с- 
мээр үндэслэгдэнэ. 

Муруймуудын тухай Жордпмы тсорсм. К- 
нь хавтгай дээр байгаа тасралтгүй битүү шу- 
гам болог. (Энэ мь олон өицөгт, тойрог, эллимс юмуу 
бүр ч илүү төвөгтэй хэлбэр бухмй ямнр иэг шугам 
байлс болно) К-шугам нь хавтгайг дотоод ба га- 
даад муж болгон хуваана. 

Дотоод мужийн дуры.н Р цэгийг гтдгад му- 
жийн ямар ч (^цэгтэй холбосон <>урын тасралт- 



<е 

18 дугаар зураг 

гүй муруй 2-бүхэн нь К-г огтолно (18 дугаар зур- 
гийг хар). 

Жорданы теоремийн нотолж буй зүйл яриагүй үнэн 
гэдэг нь та бүхэнд магад мэдэгдэж байгаа байх. Гео- 
метр төсөөллийн зөн билэг бидэнд теорем үнэн зөв 
гэдгийн итгэлийг төрүүлж байна. Энэ теоремыг ба- 
талъя гэвэл тийм ч хялбаргүй. Гол хүндрэл нь „шугам“ 
гэдэг ухагдхууны нарийн тодорхойлолтонд л оршиж 
байгаа юм. Бид энд энэ тодорхойлолт ба Жорданы 
теоремийн баталгааг авч үзэхгүй орхиё.Та бүхэн цааш- 
к даа энэ теоремийг илэрхий үнэн өгүүлбэр гэж тооцож 
^яиаарай. 
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19 дүгээр зураг 

Битүү /б-шугамып дурын хоёр, жишээлэхэд А ба 
Г-цэгийг /{‘-шугамтай А, Г-ээс өөр ерөнхий цэггүй АҮ 
муруйгаар холбоход төгсгөлийи цэгүүдийг оруулахгүй 
бол энэ муруй нь нэц.,.бол /б-дотор, нэг бол /С-шуга- 
мын гадна оршйно ГЭСЭ.И зөн билгийн илэрхий дүгнэлт 
2—144 17 



Жордлны тсорсмээс мөрдөп гарпп (19 лүгээр зургпйг 
хар) 

Битүү шугам К дээр А, В, Ү , К эрэмбээр байрла- 
сан дөрвөн цэг байг. Хоорондоо огтлолцохгүй АҮ ба 
ВК шугам татъя. Тэгвэл тэдний нэг нь жишээлэхэд 
АҮ нь К дотор нөгөө В7. пь К шугамын гадаа хэв- 
тэнэ. ҮүниЙг бид Жорданы теоремийг гшиглан ба- 
талж болох боловч (Жорданы теоремийг баталгаагүй 
авсан шигээ 1 ) баталгаагүй авъя. Эцэст нь К шу- 
гаман дээр А, X , В, Ү, С, 7 эрэмбээр байрласан 
зургаан цэг (19 дүгээр зураг) байг. Тэднпйг холбосон 
АҮ , В7, С X гурнап шугам огтлолцохгүй байж бо- 
лохгүй. Энэ гурван шугам мь /С-шугамын хувьд гадаад 
ба дотоод хоёр мужид байрласан байх ёстойг аихаар- 
вал эдгээрийн ядаж хоёр нь нэг мужид байрлах уч- 
рпас заавал огтлолцоно. 

Дийсагналцсан гурван хөрш ба тэдний гурван худ- 
гийн тухий бодлогод энэ сэтгэлгээг шууд хэрэглэж 
болно. 16 дугаар зурлг дээрх граф нь хавтгай граф 
бпйна гэж үзьс. Энэ графын 

АХ, ХВ, ВҮ, ҮС, С7, 7А 

прмэгүүдпйг зурчихвал хавтгай дээр битүү муруй үүс- 
пэ. Тэгвэл сая тайлбарласан ёсоор: 

АҮ, В7, СХ 

ирмэгүүдийг огтлолцоогүй байхаар зурж болохгүй 2 . 


^Жорданы теоремийн баталгаа К шугам нь хялбархан толор- 
хойлолттон шугам болох олон өпцөгт байх тохполдолд ч нилээд 
төвөгтэй байдаг. 

Курапт Р и Роббинс Г, Что такое мате.матика, Гостехиздат, 
М — Л, 1947 гэсэн номын 326 — 328 ба 353 — 355 дугаар талуудад энэ 
теоремийн олон өнцөгт тохиолдлын бүрэн баталгааг бас Александ- 
ров А. Д, Выпуклые многограники, Гостехиздат, М — Л, 1950 гэсэн 
номын 69 — 72 дугаар талд, Гнльберт Д, Основания геометриц, Гос- 
техиздат, М— 1, 1948, номонд уул номын редакторыи II. К. Ра- 
шевскнйн нэмсэн хэсгийн 409—419 дүгээр талуудад эиэ теоремийн 
(нилзэд төвөгтэй тохиолдлуудын) баталгааг үзэж болно. Теоремийн 
ерөнхий тохиолдолд баталсан баталгааг .Успехн математнческих 
наук“ сэтгүүлийн 1960 оны 5 дугаар боть, 5 дугаар лэитрийп Воль- 
верт Э. И, Элементарное доказательство теоремы Жордапа (168— 
172 дугаар тал) ба Филиппов А. Ф. Элемептпрпое доказательство 
теоремнйи Жордана) 173 — 176 лугаар тал гэсэи нгүүллүүдэчс үзэж 
болно. 

2 114 дүгээр хуудаспы дор бмчсэп тлйлбнртоор пэг |».тт. 1 лг.' 1 .тг 
дурдав. 
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Граф гэдэг ухагдхуупыг тайлбарлаж байгаа эпэ 
жишээ та нарт чухал зүйл биш шиг харагдаж байгаа 
байх. Ийм маягийн ухаан сорих бодлогыг ор хэрэггүй 
зүйл гэж үл болно. Ийм бодлогууд нь математикийн 
бүхэл бүтэн онол үүсэн хөгжихийн эх үүсвэр болдог 
явдал цөөнгүй байдаг. Тэмдэг, томьёо элбэгтэй байх 
нь математикийн үзэл санааны гүнэгий шинж болж тэр 
болгон чаддаггүйг самуулъя. 

Хавтгай графыг практикийн чухал бодлогод хэрэглэх 
талаар өөр нэг лсишээ дурдъя. Дээ{) тайлбарласан 
шигээр графыг төсөөлөхөөс гадна бас графын ирмэгүү- 
днйг янз бүрийн газруудыг холбосоп цахилгаапы шугам 
юм гэж сэтгэвэл, графыг цахилгаан хэлхээннй схем 
1'эж үзэж болно. Радио хүлээи авагч ба зурагт радио- 
гнйн нэг загварын цахилгаан схемийг бөөнөөр үйлдвэр- 
лэх үр ашигтай аргын нэг нь схемийг хуванцар юмуу 
цаасан дэвсгэр дээр металл хальсан хэлбэрээр дарма- 
лаар хэвлэхэд оршино. Гэвч ингэж хэвлэж болдог 
байхын тулд дамжуулагчдын авч үзэж буй хэлхээний 
граф нь хавтгай граф байх хэрэгтэй юм. Учир нь хоёр 
ирмэг огтлолцвол системд богино холболт үүсгэхэд хү- 
рэх билээ. 

Д а с г а л 

Дөрвөи хөршийн хөрш тус бүр өөрийл байшингаа бусад 
гурван байшинтай үл огтлолцох замуудаар холбожээ. Тэд- 
ний ойр хавьд тав дахь хүн байшин барив. 

1. Тэгвэл энэ байшинг үл оттлолдох замуудаар бусад 
бүх байшингуудтай холбож үл болохыг батал. 

2. Тэр байшинг үл огтлолцох замуудаар ямар нэг гур- 
вап байшинтай холбож болно гэдгийг үзүүл. 


6§. Графын ирмэгийн тоо. 

Графыг тэмцээний тоглолтуудын ямар нэг маягийн 
жагсаалт гэж үзвэл хоёр баг тус бүр бие биетэйгээ 
сайндаа л нэг удаа тоглоно. Гэвч заримдаа жишээл- 
бэл бейсболын* тэмцээн шиг хоёр баг тус бүр бие бие- 
тэйгээ хэд хэдэн удаа тоглох ч явдал тохиолдоно. 

Үүнийг граф дээр харгалзах хос оройнуудыг хэд 


* Үүнтэй адилаар жыиээлбэл СССР-»п н хел ГөмСөгиьи тэр 
гүүн шалгаруулах ажнллагаа лвагддаг. Үүнд Гаг т\ с Сур бусадтай 
2 удаа тоглодог. 

2 * 
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хэдэн. ирмэгээр холбоп дүрсэлпэ (20 а дуглар лураг) 
Энэ үед графыг давхар ирмэгтэй байна гэж хэлиэ. 

Л ба 5-гэсэн тодорхой нэг хос оройн хооропд эд- 
гээр оройг холбогч ирмэг бүрийг нэг бүрчлэн татахын 
оронд зөвхөн ганц ирмэг татаж энэ ирмэг хэд дахин 
тоологдох ёстойг заах тоог бичиж болно (20, б дүгээр 
зураг). Харинзамууд дүрсэлсэн газрын зураг дээр бол 
зам нэг бүрийг зурах ёс.той гом. 



20 дугаар зураг 


Ямар нэг 0 графыг тусгаарлагдаагүй А орой нэг 
бүрд, төгсгөл нь А байх нэг юмуу хэд хэдэн ирмэг 
байж болно. Энэ ирмэгүүдийг А оройд инцидент (Л-д 
төгсгөлтэй) ирмэгүүд гэж нэрлэдэг. Энэ ирмэгүүдийн 
тоог р (Л) гэж тэмдэгл эн Л оройн зэрэг гэж нэрлэдэг. 
Жишээлбэл 1 дүгээр зураг дээр дүрсэлсэн графып 
оройнуудын зэрэг нь 

р(Л)=р(Я)=р(0)=р(Я)=3; 

р(С)=2 байна. 

Графын ирмэгийн тоог олох шаардлага олонтой то- 
хиолдоно. Ирмэгүүдийг кэг бүрчлэн шууд тоолж болох 
боловч орой тус бүр дээрх ирмэгүүдийг' тус тусад нь 
тоолж энэ бүх тоонуудыг мэмж гаргавал хялбар юм. 
Ингэхэд ирмэг тус бүр нь энэ ирмэгээр холбогдсоп 
хоёр оройд давхар тоологдох учраас графын нийт ир- 
мэгийн тоо нь дээрх нийлбэрийн хагастай тэнцүү байна. 
Жишээлбэл 1 дүгээр зураг дээрх графын ирмэгийн 
тоо нь; 

^-[р(Л)+р(5)+р(С)+р(Л)-Рр(С)Н-р(/ г )]=9 

байиа гэдгийг шууд ч шалгаж болно. Эпэ үр дүиг ерөн- 
хий байдлаар томьёолохын тулд ямар пэг О граф Л ь 
А 2 , . . . , Л„-гэсзн д-о^ойтой ба тэдгээрнйн ээргүүд 
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иь харгалзан о(Л,), р (Л 2 ), • • • , р(Л„)-тэй тэнцүү байж 
гэж бодъё. Тэгвэл 0 графын ирмэгийн тоо N нь өмш» 
тайлбарласнаар 

Л/ = ~[,°(Л1) +?( Л 2 ) + . . . +р(Л„)] (1) 

байна. Дурыи графын бүх оройнуудын зэргүүдийн нийл- 
бэр нь 

п 

2 Р(-^г)=Р(Л1) + р(Л 2 )+ . . . + р(Л„) (^) 

/=1 

ирмэгүүдийн тоо хоёр дахчн авсантай тэнцүү учир (1) 
томьёоноос энэ тоо нь тэгш тоо байх нь харагдаж 
байна. 

Графын оройнуудыг р(Л') зэрэг нь тэгш тоэ байх 
тэгш Л 1 оройнууд, г*(Л") зэрэг пь сондгой тоо байх 
сондгой А" оройпууд гэж хоёр аигилж болно. Жишээл- 
бэл 1 дүгээр зураг дээрх графын Л, В, О, Е-оройпууд 
пь сондгой, харин С бз /^-оройпууд иь тэгш оройнууд 
юм. Хэрэв оройпуудыг цагаап толгойп эрэмбээр байр- 
луулбал (2) нийлбэр нь 

3 + 3+2+3+3+4=18 

тай тэнцүү байна. Энд сондгой нэмэгдхүүний тоо иь 
дөрөвтэй тэнцүү учир энэ нийлбэр нь тэгш юм. Ер нь бү- 
хэл тоонуудьш нийлбэр тэгш юмуу сондгой байх нь 
түүний сондгой нэмэгдхүүпий тоо тэгш юмуу сондгой 
байхаас хамаарах учир нийлбэрийн тэгш сондгойг олох- 
доо тэгш нэмэгдхүүнийг авч үзэхгүй орхиж болно. 
Нэгэнт (2) нийлбэр нь ямагт тэгш учир бид дараахь 
дүгнэлтэд хүрнэ. 

Теорем 1. Дурын графын сондгой оройнуудын 
тоо нь тэгш байна. 0 нь тэгш тоо учир граф ерөэ- 
сөө сондгой оройгүй байх тохиолдолд ч энэ дүгнэлт хү- 
чинтэй байна. Бүх оройнуудыи зэргүүд пь ижил: 

р(Л,)=р(Л 2 )=...=?(Л л )=г 


графууд байдаг. Тийм графыг нэг төрлийн г-зэр- 
гийн граф гэж иэрлэдэг ба (1) томьёо ёсоор түүпий 
ирмэгпйн тоо нь: 


УУ = 


1 _ 

2 


ПГ 
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байиа. Эид я-иь графын оройп тоо юм. 21 а, б аургууд 
дээрх графууд нь харгалзан гурав б« дөриөн зэргийн 
нэг төрлийн графууд гом. 




21 дүгээр эураг 

я-оройтой бүрэн С/ п графын орой тус бүрээс үлдсэп 
орой бүрд п— I ирмэг очих учир и п нь п — 1 зэр- 
гийн нэг төрлийн граф юм. Тэг О п графын орой бүрийп 
хувьд )=0 байх учир О п иь мөн чэгэн төрлийн граф 
юм. 


Д а с г а л 

1. (1) томьёог 2 ба 6 дугаар зургууд дээрх графууд 
хувьд шалга. 

2. Эдгээр граф тус бур дээр сондгой оройнуудын тоо 
тэгш байхыг шалга. 




II БҮЛЭГ 


ХОЛБООСТ ГРАШУУД 


1§. Кпоненомтууд 

Хавтгай байх нь албагүй ямар нэг 0 граф бидэнд 
вгөгдсөн байг. Энэ графыг замуудыг дүрсэлсэн газрын 
зураг гэж сэтгэе. Бид графын ямар пэг А юройгоос 
эхэтж ямар нэг ирмэг буюу АВ замаар явж В станцад 
хүрээд Я-ээс С - д тэднийг холбосон \ВС замаар хүрэх 



Бид энэ аялалд ямар ч хязгаарлалтыг тавнхгүйгээр нэг 
оройг хэд хэдэн удаа дайрч гарч ботох ба нэг замаар 
хэд хэдэи удаа явж өнгөрч болно гэж үзье. 

Хэрэв бид ийм маягаар явж Т оройд хүрч болдог 
байвал Т оройг А оройтой х олбоотой байна гэж хэл- 
нэ. Энэ нь Л-гаас Т - д хурдэг зам байна гэсэн үг юм. 
Ийнхүү явахдаа ямар нэг оройг хоёр юмуу түүнээс 
олон удаа дайрч гардаг бол манай замаас ямар нэг бн- 
түү шугамыг зайлуулан А оройгоос Т оройд аихны- 
хаас богино замаар явж хүрч болно. Кэг ч орсй! 
пэгээс илүү дайрахгүй граф дээрх шугамыг нум гэн 
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нэрлэнэ. Жишээлбэл 22 дугаар зураг дээр дүрслэгдсэн 
зам нь нум юм. Графын нэг оройг хэд хэдэн удаа 
дайрч болох боловч нэг ирмэгээр нэг л удаа явах за- 
мыг гинж гэж нэрлэнэ. (23 дугаар зураг). 

Нум бол бүх орой пь ялгаатай гинж юм. Түүнийг 
мөн эгэл гинж ч гэж нэрлэдэг. Гинж нь битүү, өөрөөр 
хэлбэл, нэг оройгоос эхэлж тэр орой дээрээ ТӨГССӨН 
байвал түүнийг цикл гэж нэрлэдэг. Циклийн бүх орой- 
нууд нь хоорондоо ялгаатай байвал түүнийг энгийи 
цикл буюу эгэл цикл гэдэг. 



Ингэхлээр цикл нь зарим оройнууд дээрээ огтлолцож 
болох ба харин энгийн циклээр тойроход зөвхөн эхний 
орой л төгсгөлийн цэг болж дахин гарч ирнэ. 

Эпэ ойлголтуудыг 1 дүгээр зураг дээрх граф дээр 
тнйлбнрлпя. 

1 1рМЭ1'үүД11ЙН 

АГПЕ1В 

диринллл III. ГНМЖ 1()М. 

АОВЕВ 

ДЛрШ1ЛНЛ III. нум Ч5уюу эгэл гинж юм. Харин 

АЕЕйРВСА 

дараалал пь цикл ба АСВЕЕОА дараалал нь энгийн 
цикл юм. 

Хэрэв графын орой бүрийг бусад аль ч оройтой ямар 
нэгэн гинжээр холбож болдог байвал түүнийг холбоост 
граф гэнэ. Тэг графаас бусад дээр авч үзсэп бүх 
графууд нь холбоосп графууд юм. Холбоост биш гра- 
фын зарим оройгий нь өгөгдсөн А оройтой гинжээр хол- 
бож болохгүй. А оройтой гинжээр холбож болдог тийм 
бүх оройнууд, түүнтэй индидент бүх ирмэгүүд хамтдаа 
А оройн холбоост компонентийг үүстэиэ. Иигэхлээр 
граф бүхэлдээ бие биетэйгээ ирмэгээр ч, гнпжээр ч 
холбогдоогүй тусгай тусгай холбоост компонентууд 
болон хуваагдана. 
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24 дүгээр зураг 


24 дугээр зураг дээр дөрвөн холбоост компонентээс 
тогтсон бөгөөд нэг компонент нь тусгаарлагдсан цэг 
байх тийм графыг дүрсэлжээ. Эпэ графыг, жишээлбэл, 
арал бүр нь замын холбоост системтэй бүлэг 
арлыг дүрсэлсэи газрын зураг гэж үзэж болно. Хол- 
боост биш графыг судлах нь түүний холбоост компонент 
пэг бүрийн чанарыг судлахад хүргэдэг учир графын 
онолд голчлон холбоост графуудыг авч үздэг. 


2§. Кёнигсбергийн гүүрүүдийн тухай бодлого 

Үүсэн хөгжсөн он, сар нь мэдэгддэг математикийн 
цөөн салбар байдгийн нэгэнд нь графын онол ордог юм. 
Графын тухай анхны ажлыг швейцарын математикч Лео- 
нард Эйлер (1707—1783) Петербургийн Шинжлэх Ухаа- 
ны Академийн хэвлэлд 1736 онд хэвлүүлжээ. Эйлер нь 
шинжлэх ухааны түүхэнд нэрээ гоц үлдээсэн эрдэмт- 
дийн нэг байв. 1727 онд дөнгөж 20 нас хүрч байхад нь 
түүнийг Оросын шинжлэх ухааны академи урин авчирч 
ажиллуулжээ. Тэр, математик, физик ба одон орны су- 
далгаанд биеэ зориулахаасаа өмнө шашны сургаал, 
дорно дахины хэл ба хүн эмнэлгийг судалж байв. Тэ- 
рээр энэ бүх салбаруудаар гялалзсан амжилтанд хүрч 
маш олон тооны бүтээл туурвижээ. 

Графын тухай ажлаа бичих үед түүний өрөэсөн нүд 
хараагүй болсон ба өтөл насандаа бүрмөсөн сохорсон 
боловч түүний ажлын эрчим суларсангүй. Нилээд дээр 
үеэс Швейцарын математикчид, тухайлбал түүний тө- 
рөлх Базель хотын мэтематикчид Эйлерийн зохиолын 
бүрэм эмхтгэлийг хэвлэж эхэлсэн бөгөөд одоо 50 боть 
хэвлэгдээд байна. Анхандаа нийт ботийн тоо 100 орчим 
болох байх гэж үзэж байсан нь одоо 200 дөхөх нь 
гэж үзэж байна. 
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25 дугаар зураг 


Эйлер графын тухай ажлаа «Кёнигсбергийн гүүрүү- 
дийн тухай бодлого» гэдэг нэг ухааи сорих бодлогыг 
авч үзсэнээр эхэлжээ. Кёнигсберг (одоогийн Калинград) 
хот нь Прегель (Преголи) голын хоёр талд хоёр арал 
дээр оршино. Хотын хэсгүүд хоорондоо долоон гүүрээр 
холбогдоно. Бүтэн сайн өдөр хотын хүмүүс хотоор зу- 
гаацаж явна. Гэрээсээ зугаацахаар явсан хүн гүүр бол- 
гоноор яг нэг нэг удаа гараад гэртээ буцаж ирж бо- 
лох уу гэсэн асуудал байв. 25 -дугаар зураг дээр 
Кёнигсбергийн газрын тоймлосоц зургийг дүрслэв. Хо- 
тын дөрвөн хэсгийг А, В, С ба б үсгээр тэмдэглэ- 
жээ. Гүүрүүдээр гарах тухай асуудлыг л бид сонирхож 
байгаа учраас А, В, С, И-г ирмэгүүд “ нь* гүүрүүдэд 
харгалздаг ямар нэг графын оройнууд гэж үзэж болно. 
Энэ графыг 26 дугаар зураг дээр дүрслэв. 
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26 дугаар зураг 



Энэ граф иь ганц цикл биш өөрөөр хэлбэл аль ч 
пройгоос эхэллээ ч.ямар ч ирмэгээр 2 удаа оролгүйгээр 
бүх графыг тойрч анхны оройдоо эргэж ирж чадахгүй 
гэдгийг Эйлер үзүүлжээ. Үнэндээ тийм цикл оршин бай- 
сансан бол графын орой бүр дээр хичнээн ирмэг ирсэн 
байна түүиээс төчнөөн ирмэг гарсан, өөрөөр хэлбэл орой 
бүр дээрх ирмэгийн тоо НЬ тэгш байхсан билээ. Гэтэл 
энэ нөхцөл Кёнигсбергийн газрын зургийг дүрсэлж буй 
графын хувьд биелэхгүй нь илэрхий. 


3§. Эйлерийн графууд 

Эйлер өөрийн ажилдаа Кёнигсбергийн гүүрүүдийн 
тухай бодлогын шийдийг тайлбарлаад ямар графид ир- 
мэг бүрийг нь зөвхөн нэг удаа агуулсан циклийг олж 
болох вэ? гэсэн графын онолын нэгэн ерөнхий асуудлыг 
дэвшүүлжээ. Тийм циклийг бид Эйлерийч шугам, 
харин Эйлерийн шугамтай графыг Эйлерийн граф 
гэж тус тус нэрлэе. 

Граф Эйлерийн шугамтай байхын тулд граф нь хол- 
боост граф байх ёстой. Кёнигсбергийн гүүрүүдийн ту- 
хай бодлогоос үзсэн ч Эйлерийн шугам бүр нь орой 
тус бүрд хэдэн удаа орсон байна, түүнээс төчнөөн удаа 
гарсан байх ёстой. Өөрөөр хэлбэл графын оройн бүрийн 
зэрэг нь тэгш байх ёстой нь илэрхий байна. Граф 
холбоост байх ёстой ба түүний бүх оройнуудын зэрэг 
нь тэгш байх ёстой гэсэн граф Эйлерийн шугамтай 
байхын хоёр зайлшгүй нөхцөлийг бид олов. Эдгээр нөх- 
цөлүүд нь мөн хүрэлцээтэй гэдгийг Эйлер баталжээ. 

Теорем 1. Бүх оройнуудын зэрэг нь тэгиг 
холбоост граф Эйлерийн шугамтай байна. 

Баталгаа. Бид ямэр нэг А оройгоос 2 гинжийг 
эхэлж өмнө авагдаагүй шинэ шинэ ирмэг оруулан болол- 
цооны хэрээр аль болох хол үргэлжлүүлжээ гэж бодъё. 
Графын ирмэгүүдийн тоо төгсгөлтэй учир энэ нроцесс 
нь хэзээ нэг цагт төгсөнө. Нэгэнт орой бүр дээрх 
ирмэгийн тоо тэгш учраас эхний оройгоос бусад орой 
бүрээс гарах гарц бий. Ийм учраас 2 гинж нь эхний 
А орой дээрээ ирж төгсөх ёстой (27 дугяар зургийг 
хар). 

Хэрэв 2 нь графын бүх оройг дайрдаг бол эиэ нь 
бидний еонцрхож байгаа Эйлерийн шугам маань болно. 
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Хчрчн 'Л 1И. графыи ларпм оройгоор дамжихгүп бол 
/. гиижид харьлалагдахгүй, ямар нэг ирмэгт гшцидспт 
бөгөөд маиай гипж дээр орших ямар нэг В орой ол- 
доно. Нэгэнт / гинж нь В орой дээрээ тэгш тоопы ир- 
мэгтэй учир г-д хамаардаггүй, 5-гээс гарсан ирмэгүү- 
дийп тоо нь мөп тэгш байна. Эпэ дүгнэлт бусад бүх 
оройнуудын тухайд ч хүчинтэй. 

Одоо бид / гинжид хамаардаггүй ирмэгийг хэрэглэн 
оройгоос шинэ гиижийг эхэлье. Эпэ гинж ш. В цэг 
дээр ирж төгсөх пь илэрхий. Тэгвэл А цэгээс эхэлсэн 
урьдахаас урт цикл олдоно. Үүпий тулд А цэгээс В 



болно (27 дугаар зургийг хар), хэрэв бид бүх графыг 
бас л тойрч чадаагүй бол энэ замыг дахин өргөтгөж 
болпо гэх мэт цааш үргэлжлүүлбэл бидний соиирхож 
буй Эйлерийн шугам гарна. 

Эйлерийн шугамыг зурах тухай бодлого, өөрөөр 
хэлбэл цаасан дээр ямар нэг шугам бүдгээр дүрслэгд- 
сэн байхад түүн дээгүүр харандаагаа салгалгүй явуулж 
тодруулахдаа урьд нь тодруулсан хэсгийг давгалгүй- 
гээр бүх шугамыг тодруулж болох эсэхийг тогтоох 
тухай бодлого нь матсматикнйи зугаатай бодлогып ихэд 
дэлгэрсэи хэлбэрюм. 

Бид энэ хүртэл гргфын ирмэг бүрээр мг пэг нэг 
удаа дайрсан циклийн тухай авч үзлээ. Тэгвэл одоо 
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Имм чанартай гипжийг эрж олох тухай бодлогыг авч 
узэж болно. А оройгоос эхэлж бүх ирмэгээр НЬ яг нэг 
нэг удаа дайрч ямар нэг өэрээр В оройд ирж тэгссэп 
тийм 2.{А, В ) гинж графад байна гэж бодъё. Энэ гинж 
А оройгоос эхлэн явавч сүулдээ магадгүй А оройд нэг 
биш удаа буцаж ирсэн байж болох юм. Хэрэв энэ 
гинж нь орой дээр төгсөхгүй бол А орой нь сондгой 
орой байх ёстой. Үүнтэй адил шалтгаанаар В орой нь 
сондгой байх ба гэтэл графын бусад бүх оройнууд пь 
тэгш байна. Энэ нь бнднийг дараахь теоремд хүргэнэ. 

'Г е о р е м 2. X олбоост графад, түүний бүх ирмэ- 
гийг яг нэг нэг удаа агуулсан Х(А,В) гинжпэй 
байх гарцаагүй ба хүрэлцээтэй нөхцөл нь зөвхөн 
А, В хоё р л графын сондгой орой байх явдал мөн. 

Батлахын тулд графад шинэ АВ ирмэгийг нэмж зур- 
нал л хангалттай. Тэгвэл графын бүх оройнууд нь 
тэгш болно. Энэ шинэ граф пь эмнэх теорем ёсоор Эй- 
лерийн ямар нэг Р шугамтай байх ба хэрэв бид Р 
шугамаас АВ ирмэгийг зайлуулбал эрж буй Х(А, В) 
гннж үлдэнэ. Жишээ болгон 6 дугаар зураг дээр дүр- 
еэлсэн графын РСРВАЕС гинжийг дурьдаж болно. Энэ 
граф нь Р ба С гэсэн хоёр л сондгой оройтой байна. 

Олсон үр дүнгүүдээ эргөтгэхийг математикчид ямагт 
хнчээдэг билээ. Дурын графид аль ч хоёр нь ерөнхий 
ирмэггүй нийтдээ бүх графыг бүрхэж чаддаг тийм хам- 
гийп цөэн тооны гинжийг олохыг бид хичээе. Хэрэв 
графыг дурдсан чанар бүхий гинжүүдээр бүрхэж бол- 
догсон бол графын соидгой орой бүхэн пь ядаж нэг 
тийм гинжийн эхний ба төгсгэлийн цэг нь тодорхой 
болж эсрэг тохиолдолд тэгш болоход хүрнэ. Нэгдүгээр 
бүлэгт үзүүлсэн ёсоор графын сондгой оройнуудын тоо 
тэгш. Жишээлбэл 2 к гэсэн, тоо байна. Иймд графыг 
бүрхдэг гинжүүдийн бүл X иь доор хаяж к гинжээс тог- 
тох ёстой. 2 к ширхэг сондгой орой оршин байх нь тийм 
к гинж оршин байхын хүрэлцээтэй нөхцэл мөп гэдгийг 
одоо бид үзүүлье. 

Теорем 3. 2 к сондгой орой пой дурын холбоост 
?рафад нийтдээ графын бүх ирмэгүүдийг яг нэг 
нэг удаа агуулдаг гинжээс тогтсон бүл ол- 
доно. 
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Плтплгпа. Грпфыи сопдгсш оройпуудыг ямар иэг 
эрэмбээр авч 

А\, -А-2, А^, •••> А к ; В и В 2 , •••, В к 

гэж тэмдэглэе. 

Хэрэв бид манай графад 

А\В\, А 2 В 2 , • • • А к В к 

гэсэн к нрмэг нэмбэл түүний бүх оройнууд нь тэгш 
болох ба эпэ графэд Эйлерийн шугам Р олдоно. Нэм- 
сэн ирмэгүүдийг злйлуулбал Р шугам нь графын бүх 
ирмэгийг агуулспн к ширхэг гинж болж хувирна. 

1 дүгээр зураг дээр дүрсэлсэн грп(|)ыг жншээ бол- 
гоп авъя. Энэ иь А, В, О, Е гэсэп дөрвөн сондгой 
оройтой ба ЕВЕА, ВСАОЕЕО гэсэп хоёр гинжээр 
бүрхэгдэнэ. 

Дасгал 

1. 28 дугаар зураг дээрх граф тус бүрийг бүрхэхэд 
хичнээп гинж хэрэгтэй болохыг тодорхойл. 

2. Дээр авч үзсэн бүх графуудьм хувьд I дүгээр дас- 
галд тавьсан асуудлыг хариул. 



3. Дөрөв ба таваи оройтой бүрэи графуудыи хувьд тэд- 
нийг бүрхд>г гинжүүдийг ол. Гаргасаа үр дүнгүүдээ өр- 
гөтгөхийг хичээ. 


4 §. Зөв замыг эрэх 

Ямпр ч үзэсгэлэнгийн дэвсгэр зураг (план) нь Эй- 
лерийп граф байх ёстой баймаар байиа. Тэгвэл, үзэгчид 
үзмэр бүр.пнг яг нэг иэг удаа үзэж өшөрөхийи тулд 
3« 



яаж ямар чиглэлээр явбал зохихыг заасяи тэмдгүүдпйг 
үзэсгэлэнгийн байр дотуур байрлуулан тэвьж болохсон 
билээ. Үзмэрүүд нь амьдралд ихэвчлэн тохиолддог шиг 
үзэсгэлэнгийн дэвсгэр газраар явж өнгөрдөг бүх за- 
муудын хоёр талаар байрласан байжээ, гэж үзье. Тэг- 
вэл үзэсгэлэнгийн дэвсгэр зурагт харгалзах граф нь 
(хэрэв граф холбоост л бол) ямар ч байлаа гэсэн үзэгч- 
дийг зам нэг бүрээр хоёр удаа, өөрөөр хэлбэл чиглэл 
бүрээр нэг нэг удаа явсан байхаар газарчилж болдог 
байна. Үүнийг батлахын тулд графын бүх ирмэгүүдээр 
чиглэл бүрээр яг нэг удаа дайрч өнгөрдөг гинжпйг бай- 
гуулах ерөнхнй дүрмнйг өгье. Внд энэ гнпжпйг дурын 
Л 0 оройгоос эхлэп ямар нэг г 0 = (Л 0 , Л,) прмэгээр 
явж, бидний сонгон авсаи чиглэлийг заасац бяцхан су- 
мыг А\ цэг дээр тавьж энэ ирмэгийг тэмдэглэе. Да- 
раагаар нь өөр оройнуудад дараалан шилжье. Ингэхдээ 
тодорхой нэг орой дээр хэд хэдэн удаа ирж болох юм. 
Бид ямар нэг орой дээр ирмэгцээ харгалзсам ирмэгт 
ирсэн чигийг заасан сумыг тавьж байх болно. 

Түүнээс гадна ямар нэг орой дээр анх удаагаа ир- 
вэл энэ оройд хүрч ирсэн ирмэгээ бусдаас хожим ял- 
гаж чаддаг байхын тулд түүнийг ямар нэг онцлог тэмд- 
гээр бид тэмдэглэж байя. Оройгоос гарахдаа бид 
урьд нь хэрэглээгүй чиглэлийг ямагт сонгож авч байх 
болно. Тодорхой хэлбэл урьд нь ор явж өнгөрөөгүй 
ирмэг юм уу эсвэл түүгээр бид хүрч ирснийг пь заа- 
сан сумтай ирмэгийг хэрэглэж байх болно. Ашнглаг- 
даагүй чиглэлтэй гарах ирмэгийг соигох боломжгүй 
болчихвол, сая, бид энэ оройд анх түугээр ирсэп ирмэ- 
гээ гарах ирмэг болгон ашиглахаар тохиров. Энэ яр- 
вигтай замыг боломжийп хэрээр би-д үргэлжлүүлье. 
Манай графын орой бүр гарах ба орохын мжил тооны 
боломжтой байна. Ийм учраас энэ ажиллагаа нь зөвхөи 
анхны А 0 орой дээр л төгсөж болпо. Одоо графын бүх 
оройнууд дээр ирмэг бүрийг хоёр чиглэлээр явж өп- 
гөрсөи гэдгийг л шалгах үлдлээ. 

Л 0 -цэгийн хувьд түүнээс гардаг бүх ирмэгүүд ашиг- 
лагдсан байх нь илт. Тийм биш бол бид цааш явж ча- 
дах тул бүх ордог ирмэгүүд ч бүгд хэрэглэгдчихсэн 
болно. Учир нь тэдний тоо нь гардаг ирмэгүүдийн тоо- 
той тэнцүү билээ. Тийнхүү г 0 = (Л 0 , А\) ирмэгийг хоёр 
чиглэлийн дагуу явж өнгөрсөн байпя. Энэ иь оройд 
инцндент бүх ирмэгүүдийг мөн хоёр чиглэлийп дагуу ч 
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япж өпгөроои гэоэн үг юм. Учир пь Л, оройд ХПМГИЙН 
э.хлээл оргои Л 0 Л г ирмэг иь дээрх нөхцөл ёсоор гар- 
Л ч г ирмэг болж зөвхөн хамгийн эцэст ашиглагдах ёс- 
той билээ. Мөн энэ сэтгэлгээг дараагийн Ь\ — (А\,А 2 ) 
ырмэг ба дараагийн Л 2 оройд гэх мэтчилэн хэрэглэж 
болно. Ийм учраас хүрч болдог бүх оройнуудын бүх 
ирмэгүүдийг хоёр чиглэлээр нь явж өнгөрч болно. Нэ- 
гэнт мзнай граф нь холбоост граф учир түүний бүх ир- 
мэгүүдийг нь чиглэлээр нь явж өнгөрч болно. 

Графын бүх ирмэгүүдээр нигэж явж өнгөрөх энэ ар- 
гыг олоп зорилгод ашиглаж болно. Жишээлбэл Лаби- 
ринтаас гарч болох замыг олоход юмуу эсвэл хэрэв та 
нар олон салаалсан ямар нэг агуй дотор санамсаргүй 
төөрчихвөл агуйгаас гарах замыг эрж олоход энэ ар- 
гыг хэрэглэж болно. 


Д а с г а л 

I. Энд тайлбарласан аргыг I бүлгийн 1 §-ийн графуудад 


хэрэглэ. 




5 §. Гамильтоны шугам 

Ирландын нэрт математикч сэр 1 Уильям Роуэн Га- 
мильтои 1859 онд ухасн сорих иэг өвөрмөц тоглоомыг 
зохиож худалдаанд гаргажээ. Түүний үндсэн хэсэг нь 
модоор хийсэн зөв додекаэдр (29 дүгээр зураг) байв. 
Додекаэдр нь зөв олон талстуудын нэг ба тэр нь 12 
зөв таван өнцөгт 20 оройтой бөгөөд орой иэг бүр дээр 
пь гурван ирмэг нийлнэ. 

Гамильтоны додекаэдрийм орой нэг бур Брюссель, 
Кантон, Дели, Франкфурт гэх зэрэг томоохон хотуудын 
нэрээр тэмдэглэгдсэн байв. Долекаэдрийн ирмэгүудийн 
дагуу явж хот нэг бүрээр яг нэг удаа дайрч гарах за- 
мыг олоход тоглоомын зорилгоор оршиж байп. Тоглоо- 
мыг сонирхолтой болгохын тулд эхний хэдэп хотыг 
ямар эрэмбээр дайрч өнгөрөх мь урьдчилан тогтоогд- 
сон байв. Додекаэдрийн орой бурд хадсаи том тавтай 
хадааснуудад утсыг ороон торгоож, энэ утсаар явж 
өнгөрсөн замаа тэмдэглэдэг байв. Ийм додекаэдр хэ- 
тэрхий пүсэр байсан учир Гамильтои олон талстыг. 
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1 Англи хэл дээр эрэгтэй хуид хандаж хэлэх хүплэтгэлш' и уг. 



туүний ирмэгүүдийн үүсгэдэг графтай изоморф хавтгай 
графаар (30 дугаар зураг) сольж зохиосон тоглоомыи- 
хоо өөр нэг хувилбарыг санаачилжээ. 



Додекаэдраар аялах тухай энэ бодлого нь ямар нэг 
өргөн амжилтад хүрээгүй юм. Гэвч математикчдын 
дунд энэ бодлогын тухай дурсамж хадгалагдан үлд- 
жээ- Тийнхүү графын орой бүрийг яг нэг нэг удаа 
дайрсан циклийг грарыл Гамильтоны шугам гэж 
одоо нэрлэх болсон юм. Гамильтоны шугам нь орой 
бүрийг яг хоёр ирмэгээр дайрч өнгөрөх учир -тэр нь 
ерөцхийдөө графын бүх ирмэгийг бүрхэж чадахгүй. 36 
дугаар зураг дээр дүрслэгдсэи цикл иь Додекаэдрийн 
Гамильтоны шугам юм. 

Эйлерийн ба Гамильтоны шугамуудын хооронд 
длэрхий төсөө байгаа г-гь бидэнд ажиглагдаж байна. 
Эйлерийн шугам графын ирмэг бүрийг, Гамильтоны 
шугам орой бүрийг дайрч өнгөрнө. Хэдийгээр ийм тө- 
сөө байгаа боловч энэ бодлогууд нь хүнд хөнгөнийхөө 
талаар ялгаатай юм. Ямар нэг граф Эйлерийн граф мөн 
үү, биш үү гэдгийг мэдэхийн тулд түүний бүх орой 
тэгш үү гэдгийг л шалгавал хүрэлцээтэй. Гэтэл Га- 
мильтоны шугамын хувьд тийм ерөнхий шинжүүр одоо 
хүртэл олдоогүй байгаа нь графын онолын олон асуу- 
дал нь тодорхой графуудад Гамильтоны шугам бий юу? 
гэдгийг хариулахад хүргэдгийг анхаарвал нэп харамсал- 
тай юм. 

„Хэсэн явагч худалдаачны тухай бодлого 11 нь Га- 
мильтоны шугамыг эрэх бодлогыг санагдуулдаг ба эиэ 
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Гхшюгыг Гюдох ерөихий яргп бпс л бидэчд мэдэгдээ- 
гүй бпйпп. Хэсэм явагч худалдаачин гэртээ буцаж ирэ- 
хийп өмнө хэд хэдэн хотоор орох ёстой болжээ. 

Худалдагч энэ ажлыг аль болох хурдан юмуу, эс- 
вэл аль болох бага зардалтайгаар хийх сонирхолтой нь 
мэдээж. Хотуудын хоорондох зам, тэдний хооронд янз 
бүрийн эрэмбээр аялах зардал, хугацаа, тооцоолсон эл- 
дэв хувилбаруудыг авч үзэн тэднийг дараалан жиших 
аргаар энэ бодлогыг бодож болох юм. Хотуудын тоо 
олон байвал ингэж бодох нь бараг бололцоогүй шахам 
'бодлого. Гэвч зарим нүсэр тохиолдолд энэ бодлогыг 
бодсон байдаг. Жишээлбэл Америкийн нэгдсэн улсын 
гол хотуудыг дайрсан агаарып хамгийн богино циклза- 
мыг тодорхойлсон байна. 



Д а с г а л 

1. 1 ба 2 дугаар зураг дээрх графуудад Гамильтоны 
шугам бий юү. 

2. А , хотод суудаг худалдаачин Л 2 , А 4 хотуудаар 
явахаар шийджээ. Хотуудын хоорондох зай нь: 

А,А 2 = 120; А,А Ъ = 140, А,А 4 = 180 
А 2 А ъ — 70, А 2 А 4 — 100, А ъ А 4 = 110 
байв. А^хотоос гарч бусад гурван хотыг дайрсан хамгийнбо- 
гнко цикл замыг ол. 

6 §. Ухаан сорих бодлогууд ба графууд 

Өмнө зүйлд бид графын нэгэн оройгоос нөгөөд 
очсон замыг эр.ж олох асуудлыг сонирхсон билээ. Ийм 
бодлогуудыг ямар нэг тоглоомын төрөл мэт үзэж бо - 



лох ба хэдийгээр эдгээр бодлогууд гэнэн зугаа мэт 
слпагдавч үүнд л ухаан сорих олон бодлого ба зарим 
гоглоомуудын гол агуулга нь оршдог юм. 

,.Усчны тухай бодлого” гэдэг эртний нэг бодло- 
п.1г ашиглан өмнө дурдсан зүйлийг тайлбарлая. Чоно 
(ч), ямаа (я), шуудай байцааг (б), усчинг (у) гол гаргах 
хэрэгтэй болжээ. Усчин жижигхэн завьтай учраас нэг 
оэлжинд дээрх зүйлсийн зөвхөн нэгий нь л авч гарч 
болох байв. Түүнээс гадна чоныг ямаатай хамт эсвэл 
ямлаг байцаатай хамт үлдээж болохгүй байв. Тэгвэл 
яаж усчин эдгээрийг ус гаргах вэ? Энд байж болох бүх 
тохиолдлуудыг бид авч үзье. 

Эхний ээлжинд зөвхөн ямааг л авч гарч болох нь 
нлт. Тэгвэл анх байсан у, ч, б гэсэн гурван юм ч^гэ- 
сэн бүлгээр солигдочо. Дараа нь усчин буцаж ирнэ. 
Тэгвэл у, ч, б гэсэн бүлэг гарна. Хоёрдугаар ээлжинд 
тэр нэг бол ч-г нэг бол б-г авч гарч болох ба үүнтэй 
харгалзан нэг бол б, нэг бол ч үлдэнэ. Энэ хоёр тохиолд- 
лын алинд ч усчин я-г буцааж авчрах хэрэгтэй болох 
6.1 тэгвэл наад эргэн дээр нэг бол у, я, б гэсэн бүлэг 
үлдэнэ. Дараагийн ээлжинд тэр ч-г эсвэл б-г авч гарах 
6а наад эргэн дээр зэвхөл я л үлдэнэ. Эцэст нь тэр ган- 
цаараа буцаж ирээд я-г гаргана. 


О- О — 

'•ЙХ. Вг 


31 дүгээр зураг 

Иймд энэ хялбар бодлогын хувьд 31 дүгээр зураг 
дээр дүрслэгдсэн хөдөлгөөнүүд л боломжтой байна. Энэ 
нь бодлогын шийдийг хоёр аргаар олж болохыг Харуулж 
байна. Арга тус бүр нь у, ч, я, б гэсэн анхны байдлыг 
эцсийн п хоосон“ байдалтай холбосон ямар нэг’ гинжээр 
тодорхойлог доно . 

„Хартай гурван хар хүний тухай бодлого” Энэ бод- 
логотой маш төсөөтэй юм. Эрэгтэй, эмэгтэй гурван хос 
бүтэн сайн өдөр голын эрэг дээр ирж зөвхөи хоёр хүн л 
сууж болох бяцхан завь олжээ. 
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Энэ бодлогын бололцоот хөдөлгөөнийг графыг зурж 
тэд ус яаж гатлах аргыг зааж өгөхийг уншигчдад үл- 
дээе. Энэ жишэөнүүдэөс харвал графыг ямар нэг тог- 
лоом гэж үзэж болох байна. Түүний оройнууд яъ янз 
бүрийн байрлал ба ирмэгүүд нь уул тоглоомын дүрэмд 
зөвшөөрөгдсөн хөдөлгөөнүүдэд (нүүдлүүдэд) харгалза- 
на. Графын ирмэгээр явж өгөгдсөн нэг байрлалаас нө- 
гөөд хүрч болох эсэхийг тогтооход тоглоомын ГОЛ 30- 
рилго оршино. Өгөгдсөн хоёр байрлал иь графын 
холбоост нэг компонентод хамаарах уу, үгүй юу гэж 
энэ бодлогыг графын онолын хэлэн дээр томьёолж 
болно. 

Шатрын хөлгөн дээр жирийн дүрмээр морь нүүх 
пүүдлуүдийг дараагийн хялбар жишээ болгон авч үзье. 
Шатрын хөлөг нь 64 буудалтай учир харгалзах граф нь 
64 оройтой байна. Дурын эхний буудлаас мориор дурын 
өөр буудалд хүрч болохыг харахад хялбархан юм. Иймд 
энэ тоглоомын граф нь холбоост граф юм. Шатрын ту- 
хай эртний зарим гар бичмэлүүдэд морь ямар нэг ду- 
рын буудлаас эхлэн нүүж буудзл бүрд нэг нэг удаа 
(Зууж эхнийхээ буудалд эргЭж ирж болох уу? гэсэн 
асуудал тохиолддог. 

Энэ нь манэй графад Гамильтоны шугам олох бод- 
логотой адил чанартай болох нь илт. Энэ бодлогын олон 
шийд байдэг. Тэдний нэгий нь 32 дугаар зураг дээр 
үзүүлжээ. Моринд шатрын хөлгөн дээр боломжит хө- 
дөлгөөн нилээд олон бий. Нүүдэл бүрийг яг нэг нэг 
удаа агуулсан тийм цикл оршин байх уу гэсэн асууд- 
лыг тавьж болно. Энэ нь манай графад Эйлерийп шу- 
гам байгуулахад харгалзана. Дээр тогтоосон үр дүн 
ёсоор энэ асуудлыг шийдвэрлэхийн тулд графын бүх 
оройнууд тэгш эсэхийг тогтоох ёстой юм. Буудал нэг 
бүрийн хувьд энэ буудлаас морь хэдэн янзаар пүүж 
болохын тоог, өөрөөр хэлбэл, харгалзах графын бүх 
оройнуудын зэргийг буудал нэгбүрийн хувьд зааж, 33 
дугаар зураг дээр дүрсэлжээ. Эндээс үзвэл 8 буудал 
нь сондгой зэрэгтэй байна. Ингэхлээр энэ граф Эйле- 
рийн шугамтай байж болохгүй. 

Д а с г а л 

1. Шатрын хвлгөн дээр морь хэдэн янзаар нүүж бо- 
лох вэ? 

2. Шатрын ноблы хувьд харгалэах бодлогуудыг бод. 

3.33 дугаар эураг дээр мөр бүрийл тоо 1 уудыч нийлбэр 

нь багана бүрийн тоонуудын нийлбэр нэгэн ижнл 260-тай тэн- 
цүү байхыг шалга. 



III БҮЛЭГ 

мод 


1 §. Мод ба ой 

Циклүүдийг агуулаагүй холбоост графыг мод гэж 
нэрлэдэг. Тухайлбал тийм граф нь давхар ирмэггүй байна. 
Хос орой бүрийн хувьд тэднийг холбосон ганц гинж ор- 
шин байх нь модын тодорхойлолтоос мөрдөн гарна. 



Ерөнхийдээ хэрэв граф холбоост биш ба циклүүдийг 
агуулаагүй бол түүний холбоост компонент бүр нь мод 
байна. Тийм графыг ургамлын судлалын иэр томьёог 
хэрэглэн ой гэж нэрлэдэг. Модыг байгуулахын тулд 
ямар нэг. А и оройг сонгон авна. А 0 оройгоос түүнтэй 
. зэргэлдээ Лц, А 12 , ... А п , А 2 2 .... гэх мэтчилэн орой- 
ну.удад ирмэгүүдийг татна (34дүгээр зураг). Анх сон- 
гон авсан А 0 оройг модны үндэс гэж нэрлэх ба модны 
орой бүрийг түүний үмдэс гэж узэж болно. Нэгэнт мод 
циклгүй учир А 0 оройгоос гарсан ялгаатай гинжүүд (мөч- 
рүүд) нь жинхэнэ модны мөчрүүд шиг бие биеэсээ тусгаар- 
лагдсан байна. Тийм графын мөчир бүр нь төгсгөлийн ир- 
мэг буюу түүнээс ганц ч ирмэг гараагуй тийм эдсийн 
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рройтой ирмэгтэй байна. Энэ тайлбар ёсоор модыг түүннй 
оройнуудад ирмэг дараалан нэмж залган байгуулж болох 
нь харагдаж б^йна. Энэ нь модны ирмэгийн тоог тооцож 
олох боломж өгнө. Хамгийн хялбар мод нь зөвхөн ганц 
ирмэгтэй буюу бүр тодорхой хэлбэл, тэр нь хоёр орой 
ба нэг ирмэгээс тогтоно. Мөчрийн төгсгөлд нэг ирмэг 
нэмэх болгонд л нэг орой нэмэгдэх учраас дараахь дүг- 
нэлт хүчинтэй. 

Теорем 1. п-оройтой мод нь п—1 ирмэгтэй 
байнй. 

Ганц мод авч үзэхийн оронд компоиент бүр нь мод 
байх к компоненттай ойг одоо авч үзье (35 дугаар 
зураг). 






Компонент тус бүрийн ирмэгийн тоо нь түүний оройн 
тооноос нэгээр дутуу байх учир дараахь теорем хү- 
чинтэй. 

Теорем 2. п оройтой, к компоненпаас тогт- 
сон ой нь п — к ирмэгтэй байна. 


Модыг олон зүйлд хэрэглэж болно. Ангилааны про- 
цесс бүхэн ямар нэг модоор дүрслэгддэгийг энд тэм- 
дэглэе. Жишээлбэл 34 дүгээр зургийг шуудангийн за- 
хидал ангилах процесс гэж үзэж болно. Анх байсан 
бүх захидлуудыг Л 0 гэж тэмдэглэе. Улс орон дотроо 
тараагдах захидлууд А \ , Европ руу явах захидлуудыг 
Л 2 , Алс дорнотын захидлуудыг Л 3 гэх мэтчлэн тэм- 
дэглэе. Орон нутгийн А х захидлууд нь дорнод, өрнөд, 
төвийн; европын Л 2 захидлууд нь улс орноор гэх мэтч- 
лэн хуваагдана. 

Перфокартуудыг ангилах процесс нь мөн л иймэр- 
хүү графаар дүрслэгдэх боловч нүхнүүд пь перфокарт 
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дээр зөв зурвасуудаар блйрласаи бн зурвас бурд 10 
Г.айр байх учир энд харгалзах мод нь голдуу бүр ч то- 
дорхой хэлбэртэй байиа. 

А 



байна. (36 дугаар зураг) Энэ процессийг нэгдүгээр, 
хоёрдугаар гэх мэтчлэн цифрүүдээс хамааруулан бүхэл 
тоонуудыг бүлгүүдэд хуваарилах процесс гэж үзэж 
болно. Ер нь мод бүрийг маш ерөнхий ямар нэг тоон 
системийн дүрслэл гэж үзэ.к болно. 


2 §. Ц.чкл ба мод 

Бнд одоп ::вч үзэх бодло 1 'оо хөдөө аж ахуйп нэр 
томьёогоор томьёолъё. 37 дугаар зураг дээр ямар нэг 
(Ьермийп тариалангийн талбайн газрын зургийг д\рсэл- 
жээ. Энэ иь ямар нэг арал дээр байгаа, цагаан будаа- 
ны тариалангийн хэд хэдэн талбайн зураг юм гэж са- 
ная. Талбайнууд нь шороон далгнгуудаар хүрээлэгдсэн 
ба бас далангууд иь нуурын усаар хүрээлэгдсэп юм гэж 
сэтгэе. Ер пь цагаан будаа тариалахдаа зарим нэг д?- 
лангуудыг сэтэлж эдгээр талбайнуудад ус оруулан 
услах хэрэгтэй байдаг билээ. Эдгээр талбайнуудыг ин- 
гэж услахын тулд зургийг цикл бүр дор хаяж нэг да- 
ланг сэтлэх хэрэгтэй. Өөрөөр хэлбэл бүтэн үлдээсэн 
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далангууд нь циклгүй граф үусгэж байхаар зарим да- 
лангуудыг сэтлэх хэрэгтэй юм. Тэгвэл чухал хэдэн да- 
ланг сэтлэх хэрэгтэй болох вэ? гэсэн асуудал гарна. 



Энэ нь өгөгдснн холбоост графаас дор хаяж хэдэп 
прмэгийг зайлуулбал тэр ганц ч циклгүй граф болж 
хувирах вэ? гэсэп ерөнхий асуудалд хургэнэ. 

Графын ямар нэг циклд хамаардаг е=(Л, В ) ирмэ- 
гийг бид эхлээд зайлуулжээ гэж бодъё. Л-гаас В- д 
е-ээр очихын оронд харгалзах циклийн үлдсэн хэсгээр 
очиж болох тул энэ ирмэгийг зайлуулчихад граф нь 
холбоост хэвээр үлдэнэ. Хэрэв е ирмэгийг зайлуулчих- 
саны дараа графад бас циклуүд үлдсэн байвал дээрх 
байдлаар өөр ирмэгийг зайлуулъя. Энэ процессийг үр- 
гэлжлүүлэн эцсийн эцэст бид циктгүй холбоост ггаф 
өөрөөр хэлбэл т модонд хүрнэ. 

Нийтээрээ хэдэп ирмэг зайлуу.чаа вэ? гэдгийг одоо 
бид хялбархан бодож гаргаж болно- т мод нь анхпы 
О графтай адил п ширхэг оройтой байна. 1§-ийн 1 дугээр 
теорем ёсоор түүний ирмэгийн тоо нь п — 1 байна. Ийм 
учраас граф 0 анхандаа У нрмэгтэй байсан бол яг 
ү — .V — а + 1 

нрмэгийг бид зайлуулах хэрэгтэй болно. Энэ тоог гра- 
фын цикл эрэмбэ буюу цикломатик тоо гэж нэплэ- 
дэг. Энэ тоо нь о графып оройн тооноос ирмэгийн тоог 
хассан ялгавар дээр 1-ийг нэмсэнтэй тэнцуү байна. 

Иймд С графыг мод болгон хувиргахын тулд доор хаяж 
ү ширхэг ирмэгийг зайлуулах хэрэгтэй байна. О-гра- 
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38 дугаар зураг 

фыг хэд хэдэн моднуудаас тогтсон ой болгон хувир- 
гахад ү-аас илүү тооны ирмэгийг түүнээс зайлуулах 
хэрэгтэй байна. Учир нь (1§-ийн II теоремийн ёсоор) 
«-оройтой ойн ирмэгийи тоо нь п оройтой модны ирмэ- 
гийн тооноос цөөн байх ёстой билээ. Графыг ингэж мод 
болгон хувиргахыг 1дүгээр зураг дээрхграфын хувьд үзүү- 
лье. Эхлээд ЕЕй циклд хамаарсан еЪ ирмэгийг, дараа 
нь ИЕА циклд хамаарсан ЛОирмэгийг эцэст нь АС,ВЕ 
ирмэгүүдийг зайлуулъя. Тэгвэл 38 дугаар зураг дээрх 
мод үлдэнэ. Ингээд нийтдээ 

ү = 9 — 6+4 
ирмэгийг бид зайлууллаа. 

Д а с г а л 

1. Энэ зүйлд гаргасан үр дүнгуүдийг 2 ба 37 дугаар зу- 
раг дээрх графуудын хувьд шалга. 

2. Бүрэн графын цикломатикийн тоо хэдтэй тэнцүү вэ? 


3§. Хотуудыг холбох тухай бодлого 

Холбоо харилцааны тухай практикийн чухал ач хол' 
богдолтой бодлогыг замууд байгуулах бодлогын хэл' 
бэрт шилжүүлэя авч үзье. А, В, С, ... гэсэн хотуудыг 
хооронд нь төмөр зам юмуу засмал замуудып сүлжээ- 
гээр холбох хэрэгтэй болжээ гэж бодъё. А,В хос хот 
бүрийи хувьд тэдгээрийг холбодог замыг байгуулахад 
орох өртөг с{АВ) мэдэгдэж байг. Замуудып бололцоот 
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сүлжээнүүдийн дотроос хамгийн хямд сүлжээг байгуу" 
лахад л бодлогын агуулга оршино. Төмөр замын сүл- 
жээний тухай ярихын оронд цахилгаапы шугам.усан зам, 
нефть дамжуулах хоолойнуудын тухай гэх мэтчлэн 
ярьж болох юм. Тухайлбал А, В, С гэсэн гуравхан хот 
байсан бол АВС, АСВ, ВАС шугамуудын нэгий нь л 
байгуулбал хүрэлцээтэй. Тэгэхдээ хэрэв ВС нь хамгийн 
үнэтэй шугам бол ВАС замыг байгуулж түүнийг зай- 
луулах хэрэгтэй юм. 

Одоо ерөнхий тохиолдлыг авч үзье. Хамгийн хямд 
сүлжээ холболтын граф нь мод байх ёстой. Учир нь 
хэрэв тэр графад ямар нэг цикл байсан бол түүний ямар 
нэг ирмэгийг зайлуулахад хотууд нь мөнл замаар хол- 
богдсон хэвээр үлдэнэ. Иймд п хотыг холбохын тулд 
п — 1 зам байгуулах хэрэгтэй байна. 

Хамгийн хямд үнэтэй байх замын сүлжээг байгуу- 
лахдаа хэмнэлттэй байх тухай дараахь хялбар дүрмийг 
баримталж болно гэдгийг харуулъя. Холбогдогч замын 
хэсэг нь хамгийн хямд өртөгтэй байх тийм хоёр хо- 
тыг эхлээд холбоё. Дараагийн алхам бүрд урьд бай- 
гуулагдсан^ирмэгүүдэд залгахад ямар нэг цикл үүсгэ- 
чихгүй ч замуудын хэсгийн хамгийн хямдыг нь авч 
залгая. Хэрэв ижил үнэтэй хэд хэдэн хэсэг зам байвал 
тэдний алий нь ч авч болно. Ийм маягаар байгуулсан т 
мод бүрийг хэмнэлттэй мод гэж нэрлэе. Түүний үнэ нь 
үеүдийч үнүүдийн нийлбэртэй тэнцүү байна. Иймд 

с(т) = с(е!) + с(е 2 )+ . . . + с(е„.,). 



43 



3 иэ- оройиуудыг холбосон өөр ямар Ч 9 модны унэ нь 
хэмнэлттэй т модны унэнээс хямд байж болохгүйг 
бид батлах хэрэгтэй. ср нь манай оройнуудыг холбосон 
хамгийн хямд мод ба т нь хэмнэлттэй дурьш мод байг. 
ХЭМНЭЛТТЭЙ Т МОДНЫ с, ь 2 , ... ирмэгүүднь ЕНХ т модыг 
байгуулахад ирмэгүүд ямар эрэмбэтэйгээр залгагдсан 
байна тийм эрэмбээр дугаарлагдсан юм гэж үзье. Хэрэв 
хамгийн хямд ф мод нь т модтой давхцахгүй бол т мод- 
ны ядаж нэг ирмэг нь ср модонд хамаарахгүй. 

Е; =(А,В) нь тийм эхний ирмэг, Р(А, В) гинж нь ср 
графын А ба В ирмэгүүдийг холбосон гинж болог. (39 
дүгээр зураг). Хэрэв ирмэгийг ср-д нэмбэл ср-ре у граф 
нь с = з, -}-ср(Л,5) циклийг агуулах ба харин т нь цикл- 
1 'үй учир с цикл т-д хамаардаггүй ядаж нэг ирмэгийг 
агуулна. Энэ е) ирмэгийг зайлуулбал ср-тай адил орой- 
топ ср' = ср -|~ е,- — а) мод гарна. Эпэ модны үиэ иь: 

=с(ср) + ) - -^з\) 

байна. Нэгэнт ср щ, хамгийп бага үнэтэй уччр: 

с(ч ) 

байна. 

Нөгөө талаас з, нь замын е, ( е 2 , ... , з,_, хэсгүү- 
дэд залгахад цикл үүсгэдэггүй үеүд дотроос хамгийн 
бага үнэтэй нь билээ. Нэгэнт эдгээр ирмэгүүдэд г’ ир- 
мэгийг нэмэхэд бас л цикл үүсгэхгүй учир байна. Ийм 

с (г, ) = с(г}) 

учраас ср' нь мөн л хамгийн бага үнэтэй байна. Өэрөөр 
хэлбэл 

с ( ®) -= с(ф') 

ба йна. 

Ийнхүү бид хэмнэлттэй т модтой нэг ерөнхий ирмэг’ 
тэй өөр нэг хамгийн бага үнэтэй ср' модыг оллоо. Хам" 
гийн б лга үнэтэй т-тэй давхцах холбодог мод глртал нь 
энэ үйлдлийг давтан үргэлжлүүлж болно. Ийм т нь үнэн 
хэрэгтээ- бусад хэмнэлттэй (модуудыи нэгэн адил хам- 
гийн бага үнэтэй байиа. 

Д а с г а л 

I. ХавтгаЙ дээр эургаан цэг ав. Ирмэгүүд нь энэ цэ* 
гүүдийг холбодог нийт урт нь хамгийн бага байх модыг ол. 
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4§. Гудамж ба *албай 

Гудгми , телбгйн нэ^ийгбейн бейн сслнх нь бүх дэл- 
хийн хот>удь:н эгх бггигчдаьс цегийг их бага хэмжээ- 
гээр зугагтгй енгегүүлэх агга ямагт болссор ирсэн 
билээ. „Хотын эцгүүд“ хотынхоо гудамж талбайнуудын 
нэрийг цэгцтэй болгох зорилгоор гудамж бүхэн нь бүхэл 
хорооллын хэмжээгээр үргэлжилсэн бөгөэд тэр нь гу- 
дамжнуудын зэргэлдээх уулзварьш нэрээр нэрлэгдсэн 

байхыг шаарджээ гэж бо- 
дъё. Жишээлбэл Вашинг- 
тоны гудамжны аль нэг 
төгсгөлд Вашингтоны тал- 
бай байх ёстой байжээ. 

Харгалзах асуудлыг бид 
дурын графын хувьд тавья. 
Холбоост граф өгсөн байг. 
Ямар тохиолдолд нэгэн ут- 
гатайгаар ирмэг нэг бүрд 
түүний нэг оройг харгал- 
зуулж болох вэ? 

Хэрэв авч үзэкбАйгза грпф Иь мэд бэт ямтгтингэж 
харгалзуулж бэыо гэдгийг юуны эм.чэ хтруулъя. Дурын 
Л 0 (34: дүгээр зураг), цэгийг модны үндэс болгон сон- 
гон авсны ^дараа ирмэгт оройг А 0 В х ирмэгт 
В х оройг, Л 0 " С, ирмэгт А х оройг харгалзуулъя. Цаа- 
шилбал А\А 2 ирмэгт Л 2 оройг харгалзуулах мэтчлэн 
үргэлжлүүлье. Иймд Л,_ 1 Ас ирмэг бүрд Л 0 оройгоос 
аль болох хол орших А х орой харгалзуулъя. 

Одоо графад С цикл байжээ гэж бодъё (40 дүгээр 
зураг) С циклийн ирмэг бүрд энэ ирмэгийн аль нэг 
төгсгөлийн цэг харгалзана, өөрөөр хэлбэл, С циклийн 
аль нэг орой л харгалзана. Хэрэв жишээ нь А Х А 2 ирмэгт 
Л 2 орой харгалзаж байвал Л 2 Л 3 ирмэгт Л 3 орой харгал- 
зах мэтчлэн байиа. С циклд хамаардаггүй ямар ч ир- 
мэгт С-ийн орой харгалзаж чадахгүй. Ийм учраас С 
циклтэй ерөнхий А { оройтой А Х В Х ирмэгт В х орой, В Х В 2 
ирмэгт В 2 орой харгалзах ёстой гэх мэтчлэн байна. С 
циклийн орой бүр нь түүннй ямар нэг ирмэгт харгалзсан 
учир тийм А х В х В 2 Вз . . . гинж нь С-д эргэж ирж чадах- 
гүй. Мөи ийм шалтгааиаар тийм гинж нь өөрийнхөө ямар 
цэг орой дээр буцаж ирж чадахгүй. 
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Иймд А]В { прмэгээр эхэлсэп замаар А\ цэгээс хүрч 
Гюлох г))афын хэсэг нь А\ үндэстэй Т 1 мод байх нь ха- 
рагдаж байна. С циклийн бусад А ь оройнуудын хувьд 
эчэ дүгнэлт мөн хүчинтэй- П модны ирмэг бүрд А\ цэ- 
гээс аль болох хол орших түүний төгсгөлийн ЦЭГИЙГ' 
харгалзуулж болдгийг бид саяхаег үзсэн билээ. С цик- 
лийн ирмэгуүдэд түүний А\ оройнууд харгалзах учир 
бид дараахь үр дүнд хүрнэ. 

Холбоост графын ирмэг нэг бүрийг түүнФ 
төгсгөлийн зөвхөн ганц ганц цэгүүдэд харгал- 
зуулж болдог байх гарцаагүй ба хүрэлцээтэй 
нөхцөл нь уул граф эсвэл мод эсвэл оройнууд 
дээрээс нь ургасан модууд бүхий ганц циклтэи 
байх явдал мөн (41 дугээр зураг). 

1 §-ийн теорем 1 ёсоор модны оройн тоо нь түүний ир- 
мэгийн тооноос нэгээр илүү байдаг билээ. Хэрэв граф нь 
цикл юмуу оройнууд дээрээс нь моднууд ургасан ганц 
цикл бол түүний ирмэгийн тоо нь оройн тоотой тэнцүү 
байна. Иймд зөвхөн энэ нөхцөлүүдэд л ирмэг ба оройн 
хооронд шаардлагатай харгалзааг тогтоож болох байна. 



134 дүгээр зураг дээрх мод буюу 41 дүгээр зураг 
дээрх, графыг төвийн ганц хороололтой, хотын за- 
хаас төв рүү шууд орж ирсэн тийм гудамжтай бяцхан 
хотын зураг гэж төсөөлж болно. Ийм арга хэрэглэхэд 
хот нь хэтэрхий нүсэр том юм гэдгийг хотын зөвлөлийн 
гишуүд бахдалтайгаар ойлгоод дараахь дүрмийг батла- 
хаар шийджээ. Гудамж талбайнуудад нэр өгөхдөө тал 
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Г ) ! 1 й бүрээс тэр талбайн нэртэй гудамж гарсан байхаар 
гохируулан нэрлэхээр шийджээ. 

Графынонолын хэлэн дээр бол энэмь графын орой бүрд 
|үүнээс гарсан ирмэгийг нэг утгатайгаар харгалзуулах 
хэрэгтэй гэсэн үг юм. Ингэж харгалзуулж болдоггүй 
гохиолдлууд ч бий. Жишээлбэл 1§-ийн 1 дүгээр теоремээр 
модны оройн тоо нь түүний ирмэгийн тооноос 1-ээр 
н лү ү бэйдаг билээ. Гэвч энэ тохиолдолд ч манай нөхцө- 
.1 ийг бараг бүрэн хангаж болно. 34 дүгээр зураг дээрх 
модыг авч үзье. Энэ модны орой бүрд тэр оройгоос А 0 
үндэс руу очих ирмэгийг харгалзуулж болно- Ингэвэл 
үпдэспээс бусад орой бүрд түүнээс гарсан ирмэг хар- 
галзана. Мод энэ чанараараа л онцлогтой юм. Ер нь да- 
раахь теорем хүчинтэй. 

Модноос ялгаатай холбоост граф бүхний орой 
бурд туүнтзй зэргэлд ээ ирмэгийг харгалзуулж 
болно • 

Баталгаа. п оройтой холбоост граф нь доор хаяж 
п — 1 ирмэгтэй ба хэээв энэ граф мод биш бол түүний 
ирмэгийн тоо нь п— 1-ээс их байна. Нөгөэ талаар зарим 
иэг ирмэгүүдийг зайлуулж граф бүхнийг мод болгон 
чувиргаж болдог билээ (2§-ийг үз) Графыг т мод бол- 
юн хувиргахын тул зайлуулсан ирмэгийн нэг нь е 0 ~ 
-(Л 0 , В 0 ) болог. А 0 цэгийг энэ модны үндэс болгон 
анья. Модны А 0 -оос бусад орой бүрийг түүнтэй зэр- 
гэлдээ ирмэгт харгалзуулсны дараа е 0 ирмэгийг А 0 
оройд харгалзуулбал графын орой бүр нь түүнтэй зэр- 
гэлдээ ирмэгт харгалзана. Өмнөх сэтгэлгээнүүдийн 
алхмаас харахад нэг бол графын орой бүрийг түүнтэй 
аэргэлдээ ирмэгт, нэг бол графын ирмэг бүрийг түүнтэй 
зэргэлдээ оройд харгалзуулж болдог байна. Ямар то- 
хиолдолд энэ хоёр харгалзаа нэг зэрэг оршин байх вэ? 
Хэрэв графын оройн тоо нь ирмэгийн тоотой тэнцүү 
байвал л эдгээр харгалзаа нэг зэрэг оршин байна. Тийм 
граф нь мод байж болохгүй ба харин тэр нь 41 дүгээр 
зураг дээр дүрслэгдсэн хэлбэртэй, өэрөөр хэлбэл нэг С 
циклтэй 1 граф байх ёстой. Энэ тохиолдолд ирмэгийг 
оройд оройг ирмэгт харгалзуулсан дээрх хоёр хэлбэрийн 
харгалзаа хоёулаа байна. С циклийн ирмэгүүд Нь мөн 

] Учир нь түүний цикломатикпйн тоо 1-цүү. тэнтэй 
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циклийн оройнуудад, С циклд хамаардаггүй орой бүрд 
түүнтэй зэргэлдээ бөгөөд С - д ойр байх ирмэг харгал- 


зана. 


Да с г а л 

1. 1 ба 2 дугаар зураг 

нуудыг тэдэнтэй зэргэлдээ 
галзаануудыг тогтоо. 




дээрх графууд дээр орой- 
ирмэгүүдэд харгалзуулсан хар- 



IV БҮЛЭГ 


ХАРГАЛЗАА ТОГТООХ НЬ 


1§. Ажнлд оруулах тухай бодлого 

Хэд хэдэн мэргэжлийн сул орон тоо байсан бөгөөд 
-шэ мэргэжлүүдээр ажиллахыг хүссэн хэд хэдэн хүн 
байжээ гэж бодъё. Тэгэхдээхүн бүр дээрх мэргэжлүү- 
дээс хэд хэдийг эзэмшсэн боловч тэдний дотор бүх 
дурдсан мэргэжлийг бүгдийг нь эзэмшсэн хүпгүй бай- 
сан гэж үзье. Тэгвэл хүн бүр өөрийнхөө эзэмшсэн мэр- 
гэжлийн аль нэгээр ажиллаж болохоор эдгээр хүмүү- 
сийг дээрх орон тоонууд дээр авч ажиллуулж болох уу? 
гэсэн асуудал гарна. 

Бид энэ бодлогыг нилээд өвөрмөц хэлбэрийн ямар 
нэг графыг ашиглан дахин тайлбарлая. Дээр дурдсан 
хүмүүсийн олонлогийг М, мэргэжлийн орон тоонуудаас 
тогтсон олонлогийг Р гэж тэмдэглэе. М олонлогийн т 
чүн бүрийг түүний орж ажиллаж болох Р - ийн р орон 
тоо бүртэй ( т , р) ирмэгээр холбож граф байгуулъя. 
Энэ граф М- ийн аль ч хоёр оройг хооронд нь холбосоп 
мрмэггүй ба мөн Р-ийн аль ч хоёр оройг холбосон ир- 
мэггүй учир энэ граф нь 42 дугаар зурагт дүрсэлсэи 
хэлбэртэй байна. Бүх оройнууд нь М ба Р гэсэи хоёр 
олонлогт хуваагддаг бөгөэд аль ч олоилогийн хоёр орой 
хоорондоо ирмэгээр холбогдоогүй тийм графыг хоёр 
хуваарып (талт) граф гэж нэрлэдэг. 

Орж ажиллах орон тоонуудын тоо нь хүссэн хүмүү- 
гийн тооноос цөэн байвал хүн бүрнйг тохирох ажнлд нь 
апч ажиллуулах талаар ярьж болохгүй нь мэдээж. Иймд 
орон тооны тоо нь хүмүүсийи тооноос цөөнгүй байх 
ёстой байна. Гэвч энэ нөхцөл ч хурэлцээтэй нөхцөл биш 
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юм. Жишээлбэл ажилд орохыг хүссэн гуравны хоёр пь 
мужаан, гурав дахь нь ус түгээгчийн ба мужааны ажлыг 
хийж чаддаг байг. Эдгээр хүмүүсийг ажилд авч ажил- 
луулах нэг мужааны, гурвзн ус түгээгчийн бүгд дөрвөн 
орон тоо байсан гэе. Хэдийгээр энэ тохиолдолд орон 
тооны тоо нь энэ орон тоон дээр ажиллахыг хүссэн хү- 
мүүсийн тооноос илүү, эдгээр хүмүүсийн дотор шаар- 
дагдсап хоёр мэргэжлийн хүмүүс байгаа боловч мужаа- 
нуудын нэгд нь тохирох ажил олдохгүй болно. 



Ажилд орохыг хүссэн нийт хүмүүсийн тоо тҮ-тэй 
тэнцүү байжээ гэж бодьё. Ажилд оноох тухай бодлого 
шийдтэй байхын тулд дараахь нөхцөл биелж байх ёс- 
той нь илэрхий. 

Ямар ч к(к = 1,2, . . . ДГ) хүнээс тогтсон бүл- 
гийг авахад тус бүр дээр нь энэ к хүний ядаж 
нэг нь ажиллаж болох тийм орон тоо к-аас цөөн- 
гүй (өөрөөр хэлбэл к хүнээс тогтсон манай бү- 
лэг тус бүрийг нь хийж чадах тийм к ажил) 
олддог байх ёстой. 

Жишээлбэл хүмүүсийн нэг нь мужаан, иөгөө нь му- 
жааны ба ус түгээгчийн мэргэжлийг нэг зэрэг эзэмшсэн 
ба ус түгээгүүрийн ажилтан хоёр хэрэгтэй байсан бол 
к = 2 үед манай пөхцөл биелэх боловч к = 1 үед бие- 
лэхгүй учир дурдсан хүмүүсийг нэг зэрэг ажлаар хан- 
гаж чэдахгүй. 

Дээр дурдсан нөхцөлийг элдэв байхын нөхцөл 
гэж нэрлэдэг. Манай үндсэн зорилго энэ нөхцөл хүрэл- 
цээтэй нөхцөл гэдгийг харуула^сад оршино- 

Теорем 1. Хэрэв элдэв б айх нөхцөл биелбэл 
хүн бүрд тохирох ажлыг оноож болно. 

Г)0 



Энэ теоремийг батлах нь тийм ч хялбар биш. Энэ 
теорем нь N=1 үед үнэн байх нь илт. Хэрэв нэг хүн 
пайгаад эдгээр ажлууд дотроос ядаж нэгийг нь хийж 
мадахаар байвал тэр ажлыг түүнд оноож болно. N=2 
үед элдэв байх нөхцөл биелж байвал ажлуудын алий 
нь ч авахад тэр нь хоёр хүний ядаж нэгд нь тохирдог 
байх ажлууд дор хгяж хоёр олдоно. Энэ тохиолдолд 
хүн нэг бүр эдгээр ажлуудьш ядаж нэгийг нь хийж 
маддаг учир мужаан, ус түгээлийн ажилтнуудын тухай 
нмнөх жишээний бэрхшээл энд тохиолдохгүй. Иймд энэ 
тохиолдолд хоёр хүнд хоёуланд нь ажил оноож чадна. 
Иигэхлээр АА=1, N = 2 үед теорем нь үиэн байна. Энэ 
тсоремийг ерөнхий тохиолдолд математикийн индукцийн 
аргаар батлахыг бид зорьё. Хүмүүсийн тоо Д^— 1-ээс 
хэтрэхгүй үед бид теоремийг үнэн гэж үзээд N хүний 
хувьд үнэн байна гэдгийг баталъя. 

Элдэв нөхцөл биелэгдэхдээ нэг бол нөөцтэй, иэг бол 
илүү ч үгүй, дутуу ч үгүй биелж болно. Тодорхой 
дурдвал &-хүнээс (к = 1,2, . . . ,аА^— 1) тогтсон бүлэг 
пэг бүр нь нийтдээ &-аас илүү тооны аншл гүйцэтгэж 
чаддаг (нөхцөл нөөцтэй биелсэн) эсвэл ямар нэг к 0 -ийн 
хувьд ( к 0 =1,2, . . . , УУ— 1)нийтдээ яг к 0 ажлыг гүй- 
цэтгэж чаддаг к 0 хүнтэй бүлэг байдаг (нөхцөл илүү ч 
угүй, дутуу ч үгүй биелсэн) байж болно. Энэ тохиолд* 
.чуудын алинд ч N хүний хүн нэг бүрд тохирох ажлыг 
(ШООЖ болно гэдгийг үзүүл. 

Хэрэв элдэв байхнөхцөл нөөцтэй биелж байвал N 
хүний хэн нэгийг ньсонгон авч түүнд хийж чадах ажлу.у- 
даас нь нэгийг нь онооё. Үлдсэн /V— 1 хүний аль ч к 
хүмүүс (дурын й.-ийн хувьд) анх байсан ажлуудаас 
доор хаяж к+ 1 а;клыг нийтдээ хийж чаддаг ба саяын 
ажил оноолт нь эдгээр хүмүүсийн хийж чадах ажлуудыг 
сайндаа л нэгээр цөөрүүлэх учир энэ к хүмүүс нийтдээ 
к - аас цөөнгүй ажлыг хийж чадна. Одоо индуюшйн алхам 
ёсоор А^— 1 хүн байхад нэг бүрд тохирох ажлыг нь 
опоож болох юм. Хэрэв элдэв байх нөхцөл илүу дутуугүй 
бюлж бгйвал нийтдээ яг к 0 (к 0 < IV) ажлыг хийж 
чаддаг к 0 хүнээс тогтсон ямар нэг А 0 бүлгийг авч үзье. 
Олдэв байх нөхцөл ёсоор эдгээр хүмүүсийн аль ч к 
хүмүүс пь (& = 1,2, . . . , к 0 ) үед (нийтдээ к ажлыг 
хийж чаднэ. Индукцэд үзэж буй ёсоор к 0 хүнтэй А 0 
олонлогийн хүн нэг бүрд тохирох ажлы нь оноож болно. 
Одоо N — к 0 хүндтэй үлдсэн бүлгийг авч үзье. Үлдсэн 
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** жлуудиг авч үзвэл эиэ бүлгийн хувьд элдэв байхып 
н өхдөл хангагдана гэдгийг бид үзүүлэх ёстой. 

Өөрөөр хэлбэл эдгээртйн аль ч к(к— 1,2, . . . , /V— /г. 0 
үед) хүнээс тогтсон В бүлгийг авахад тус бүрд нь энэ 
бүлгийн хүмүүс орж ажиллаж болох к - аас цөөнгүй, чө- 
лөөтэй орон тоо олдоно гэдгийг харуулах ёстой.Үүнийг 
харуулахын тулд В- ийн ямар нэг бүлгийн хүмүүс хамт- 
д аа зөвхөн к'(к' < к) ажлыг гуйцэтгэж чзддаг гэж 
үзье. Тэгвэл А 3 бз В бүлгүүдэд ордог к 0 + к хүмүү- 



43 дугаар зураг 

с ээс тогтсон А 0 + В бүлгийн хүмүүс анхнаасаа к 0 +к 
ажилд тэнцэх ёстой байсан болж элдэв байхын нөхцөл 
биелэгдэж байгаатай зөрчилдөнө. Ийм учраас үлдсэн 
N — к 0 хүмүүсээс тогтсон бүлгийн хувьд элдэв байх 
нөхцөл биелэгдэх ба индукцийн алхам ёсоор эдгээр хү- 
мүүст тохирох ажлыг оноож болно- Үүгээр теорем бү- 
рЭН батлагдав. 

43 дугаар зураг дээр N=6 тохиолдлын графыг 
дүрсэлжээ. Доод шугамын дээр байгаа эхний гурван 
орой иь ус түгээлийн ажилчин ( 5 ), мужаан бөгөөд ус 
түгээлийн ажилчин [(лв), мужаан (п) гурван хүнээс 
бүрдсэн А 0 бүлгийг дүрслэх ба ирмэгүүд нь харгалзах 
мэргэжил 1дээд шугаман дээрх орой руу) очно. Үлдсэн. 
(IV— к 0 =3) гурвен орой нь харгалзан өрлөгчин (к), ус 
түгээлийн ажилчин (в) ба шаварчингаар (ш) ажиллахад 
бэлэн байгаа гурван хүнийг дүрсэлжээ. Үлдсэн орон тоон 
дотор ус түгээлийн ажилчны орон тоо байхгүй. Харин 
•рлөгчний орон тоо байгаа учир өрлөгчин ба ус түгээ. 
лийн ажилчнаас тогтсон В бүлгийн хувьд элдэв байхы н 
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иөхцөл биелэхгүй гэдгийг тэмдэглэе. 'Гохирох орон тоо 
дөрөвхөн байгаа учир таван хүнээс тогтсон А 0 +В бүл- 
гийн хувьд ч элдэв байхын нөхцөл биелэхгүй нь бас 
л илт. 


2 §. Өвр томьболлууд 

42 дугаар зураг дээрх хоёр хуваарьт графын орой- 
нуудын, нэг олонлог Ж-ийг ажилд орох хүсэлтэй хү- 
мүүсийи олонлог, оройнуудын нөгөө олоилог Р - г орж 
ажиллаж болох орон тоонуудын олонлог гэж үзсэн би- 
лээ. Одоо хүн бүхэнд тохирох ажлы нь оноон өгч бол- 
дог байжээ гэж үзье. Графын хэлээр энэ нь /И-ийн орой 
бүрээс тодорхой ирмэг гарах бөгөөд эдгээр ирмэгүүдийн 
аль ч хоёр нь Я-ийн нэг орой дээр очихгүй гэсэн үг 
юм. Энэ тохиолдолд М олонлогийг Р олонлогт буул- 
гасан буулгалт байна гэж ярьдаг. Л4-ийг Р - д буулга- 
сап ийм буулгалт оршин байх гарцаагүй бөгөөд хү- 
рэлцээтэй нөхцөл нь элдэв байхын нөхцөл биелж байх, 
нөрөөр хэлбэл УИ-ийн ямар ч к оройнууд нь доор хаяж 
Р - ийн к ялгаатай оройнуудтай ирмэгээр холбогдсон байх 
нвдал мөн гэдгийг бид дээр үзсэн билээ. Хэрэв Р ба М 
пь нэгэн ижил тооны оройнуудтай бол ийм буулгалт нь 
М ба Р олонлогийн хоорондын харилцан нэг утгатай 
буулгалт болох ба бие биедээ харгалзах оройнууд нь 
графын ирмэгээр холбогдоно. (45 дугаар зураг.) 

Графын оройнуудын хооронд ямар нэг харгалзаа тог- 
тоох тухай энэ бодлогыг^бас олон янзаар томьёолж 
болно. 

Жишээлбэл к хөвгүүд, гк охид байж ’ гэе. Эдгээрийн 
ларим нь бие биетэйгээ танилбайж гэж үзье. Эдгээр за- 
луучуудыг хос хосоор нь бүжиглүүлэхээр хуваахдаа хөв- 
гүүн бүр өөрийн таньдаг охидыгсонгон бүжиглэсэн бай- 



44 дүгээр зураг 


45 дугаар зураг 
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ханр имар нөхцөлд хувааж болох вэ? гэсэи асуулт тавьж 
болно. 

Энэ бодлогыг бас дараахь байдлаар өөрчлөн томьёолж • 
болно. Жижиг тосгоны насанд хүрсэн охид хөвгүүдийн 
тоо ижил байжээ. Нутгийн заншлаар ойр төрлийн хү- 
мүүс жишээлэхэд эцэг юмуу эх нэгтэй хүмүүс, ах дүү- 
сийн хүүхдүүд хоорондоо гэр бүл болж- болдоггүй байв. 
Ямар нөхцөлд хөвгүүн бүрд энэ тосгоноос эхнэр олдох 
вэ? Хүн нэг бүрийн гэр бүл болох бололцоог хоёр ху- 
ваарьт ямар графаар урьдын адил дүрсэлж болно. Энэ 
тохиолдолд хоорондоо төрөл биш хүмүүст харгалзсан 
оройнууд л хоорондоо ирмэгээр холбогдоно. Энэ бод- . 
логьш бас нэг өөр хувилбарыг томьёолъё. Танай сур-- , 
гууль дээр хэд хэдэи бүлгэм байдаг гэж бэдъё. Бид _■ 
э дгээр бүлгэмүүдийг: : 

С \ С\, Сг . • • • , С^ ^ 

гэж нэрлэе. Бүлгэм бүр даргатай байх ёстой нь мэдээж ; 
хэрэг. Сурагчдын ажлыг хөнгөвчлөхийн тулд нэг сурагч 
нэгээс илүү бүлгэмийн даргын ажлыг хийж болохгүй 
гэсэн шаардлага байв. Тэгвэл ямар нөхцөлд энэ боломж- 
той вэ? гэсэн асуудал гарна- Тэр болгон боломжтой 
байхгүй нь мэдээж. Жишээлбэл цөөн сурагчтай бүлгэ- 
мийн тоо нь хэт олон байвал дээрх шэардлага хангаг- 
дахгүй. Энэ бодлогыг бодохдоо бид бас л хоёр хуваарьт 
графыг ашиглая. Энэ тохиолдолд оройнуудын нэг олон- | 
лог нь N бүлгэмүүд болох ба нөгөө Р олонлог нь сур- •) 
гуулийн бүх сурагчдын олонлог болно. Хэрэв Р сурагч ! 
С I бүлгэмийн гишүүн байвал л бид С ь бүлгэмээс р | 
сурагч руу ирмэг татна. к ширхэг бүлгэм бүр (Л=1, * 
2, . . . , ДГ) үед доор хаяж к сурагчтай байна гэж эл- ! 
дэв байхын нөхцөл энд томьёологдоно. Дээр баталсан • 
теоремээр энэ нь бүлгэм нэгбүр өөрөөр даргатай байхын 
нөхцөл мөн билээ. 

Бид бодлогыг ийм маягаар дэвшүүлэн, Английн ма- , 
тематикч Филип Хооллын 1935 онд хэвлүүлсэн теоремд 
энэ' бодлогыг шилжүүлжээ. Тус бүр нь элемент р 
үүдээс тогтсон ямар нэг N тооны С* олонлогУуд 
Өгчээ; бүх /7-үүдийн олонлогийг Р гэж тэмдэглэеу Йл- 
гаатай олонлогуудад Р олонлогийн ялгаатай элементүүд 
харгалзсан байхачр С[ олонлог нэг бүрд түүний нэг Р * 
ЭЛементийг харгалзуулахыг хичээе. Дурын к (к = 1, * 
2 , . . . , А^) ширхэг С^ олонлогуудыг авахад тэдгээр нь 
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нийтдээ Р-ийн ядаж к ширхэг ялгаатай элементийг 
агуулсан байвал л сая ингэж харгалзуулж болно. 

Сургуулийн бүлгэмүүдтэй холбогдуулан -томьёолсон 
бодлогын томьёоллоо дахин авч үзье. Хэрэв бүлгэмийн 
тоо хэт олон бзйвал :элдэв бзйхыи -нөхцөлийг шалгах 
нь тийм ч хялбэр бишээ. Ийм учраас бүлгэм бүр тус 
тусдаа дзргатай байх боломжийг бүрэн хангахаар бүл- 
гэмүүдийг эмхлэн бзйгуулах ямар нэг хялбар дүрэм байж 
болох уу? гэсэн асуудлыг тавьж болно. 



Ингэж эмхлэн байгуулж болдог. Үүнийг үзүүлэсийн 
тулд бүлгэм бүр доор хаяж таван сурагчтай байнэ гэж 
үзье. Тэгвэл харгалзах графын С олонлогийп орой нэг 
бүрээс доор хгяж таван ирмэг гарча. к бүлгэмээс тогт- 
сон бүлгийн хувьд Ък- аас цөөнгүй ирмэг С олонлогийн 
харгалзах оройнуудаас р олонлогийн оройнуудад очно 
(к = 4 үеийг 46 дугаар зураг дээр дүрсэлжээ). Сурагч 
бүр таваас илүү бүлгэмд явж болохгүй гэж хэрэв бид 
шаардвал к бүлгэмээс доор хаяж к ирмэг Р- ийн орой- 
пуудад очих болж элдэв байхын нөхцөл биелнэ. 

Энэ сэтгэлгээ нь ерөнхий тохиолд ч үнэн юм. Иймд 
дараахь үр дүнг томьёолж болно,- 

Бүлгэм бүр дор хаяж Ь сураг%так,ямарч сурагя 
Ь- ээс илүү бүлгэмд явдаггүй байвал бүлгэмүүд 
тус тусдаа даргатай байж болно . 

Д а с г а л. 

1. Тус тусад нь дарга сонгож болдоггүй тийм бүлгэ’ 
мүүдийн олонлогийн жишээг үзүүл. 

2. Гурваи хүнтэй бүлгэмүүднйг 12 сурагчаас хэдэн ян- 
заар эмхэлж болох вэ? 


Энэ бүлгэмүүд гус тусдаа дар 1 атай бийж болох уу? 

3. 42 дугаар зураг дээрх граф дээр М олоплогийг Р-д 
буулгасан буулгалтыг заа. 

/ 


3 §. Тойрог харгалзаа 

Оролцогчдыг хос хосоор нь яаж оноох вэ? гэсэн 
асуудал тэмцээн бүр дээр тохиолдоно. Заримдаа үү- 
иийг шийдэхэд хялбар байдаг. Жишээлбэл хэрэв той- 
рог бүрийн дараа хожигдсон нь тэмцээнээс хасагддаг 
бол үлдсэн оролцогчид шинэ хосуудыг бүрэлдүүлнэ. 
Тэгэхдээ (хэрвээ оролцогчдын тоо сондгой бол) тэдний 
пэг нь хийлж болно. Шатрын тэмцээн шиг «тойрог тэм- 
цээн»-ний хувьд энэ бодлого иь нилээд төвөгтэй бай- 
даг. Энд оролцогч бүр нь үлдсэн оролцогч нэг бүртэй 
тоглох ёстой тул тэмцээний хүспэгтийг урьдчилан бэлт- 
гэх хэрэгтэй. Энэ байдлыг графаар дүрслэхэд тохиромж- 
той. N тоглогч байвал тус бүр нь N—1 тоглогч нэг 
бүртэй тоглоно. Тоглолт бүрийг урьдын адилаар, хоёр 
тоглогчийг төлөөлсөн графын А ба В оройг холбосон 
(А, В) ирмэгээр дүрсэлье. Тэгвэл тоглолтын бүх олон 


Р, 



1 кг ць V б үрэн грлфаар дүрслэгдэнэ. N=6 

үнийн тайм графыг 47 дугаар зураг дээр дүрсэлжээ- 
Тойрог бүрд тоглогчдыг ямар нэг аргаар хосуудад 
нэгтгэх хэрэгтэй. Тоглогчдыг хос хосоор нэгтгэх нь N 
о[)ой тус бүрээс нэг нэгийг авсан, хоорондоо зэрэгцээ 

бнш ~ 2 ~ Ү ирмэгийг граф дээр сонгон авах сонголтод 
кпргалзана- Дараагийн N шинэ нрмэгүүдийг сонгон 

;)1ПХ МЭТЧЛЭ Н уУЛ ТЭМЦЭЭНИЙГ ДҮуСТЯЛ Н1> үргЭЛЖ- 

|үүлчэ. 


/ 

2 

3 

4 

5 


• 

• ♦ 

• 

-V 

2 

Р 

Ы 

ы~ 

V- 2 

/V - 

3 • 

• 1 


3 

а 

4 

Р 

2 

Ы' 

// - 

л - . 

* • 

<? 

5 

4 

6 

$ 


3 

2' 

К 

• • 

а 

У 

• 

- 

<к! 

♦ 

• *'■ 

•* 

•■ 

* Х«. 

г 

• 


* 


/*• й 

;ф г 


’ 9 

* * ч.* 


• 

* 

- 


•й 

- о 



» *> V* 


,• 

(V + 1 

Ы- 

/■ 

21 *> 


Л* 

• • 



;Ы + 2 

3 

Й: 

// 


/с*) 

> 

■ ■ 

5 


- 



.®, г 


V®' 


* ■.* 


* 


1 

«1 

*** 


.<а 


А> 

19 Ь 

,• 

* И 



а 


1» 

*©) 

Л' 

ч«; 

■ 

ч 

V» . Ч 

/V 



® 


*•) 

I» 

О ф 

2 /// / 


48 дугаар зураг 


47 дугаар зураг дээр 1-ийн тоотой ирмэгүүд нь нэг^ 
дүгээр тоглолтод тойрогт 1 хоорондоо уулзаж буй хо’ 
суудад, 2-ын тоотой ирмэгүүд нь 2 дугаар тойрогт тог’ 
лолтод уулзан буй хосуудад харгалзах мэтчлэн байна* 

1 Шатрын тохнолдолд энэ үгийг тавнл гэвэл тохиромжтой. 
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Хэрэв ямар нэг хялбар аргыг зааж өгөөгүй бол олон 
тоглогчтой тэмцээний бүх тойргуудын оноолтын ийм 
хүснэгтийг шууд хийх нь их төвөгтэй байдаг. Тоглогч- 
дын(Ү=6, 8, 10, 12 гэх мэт) тооноос хамаарах оноол- 
тын ийм хүснэгтүүдийг тэмцээний олон тооны лавлах 
бичгүүдэд хийж оруулсан байдаг. Хүснэгтийг зохиох- 
доо тоглогчдын тоо УУ-ийг тэгш гэж үзэх нь хангалт- 
тай. Хэрэв энэ тоо нь үнэндээ сондгой бол энэ тойрогт ; 
.Р-тэй тоглох ёстой хүн нь хийлдэг гэж бэлзон хуурамч . 
тоглогч Р-ийг пэмж болно. 

Тоглогчдын тоо N нь тэгш байх үеийн онооттын 
хүснэгтийг зохиох хялбар бөгөөд ерөнхий нэг аргыг 
тайлбарлая. Тоглогчдыг 1, 2, , N тоогоор тэмдэг- 

лэн эдгээр тоонуудыг квадрат хүснэгтийн эхний мөрөнд 
бичье. Нэгдүгээр тоглолтод эхний тойрогт эдгээрийн 
эсрэг тоглох тоглогчдын дугаарыг хоёр дугаар мөрөнд 
бичье. Үүний адилаар 1, 2, ... , IV тоглогчдын эсрэг 
хоёрдугаар тойрогт тоглох тоглогчдын дугаарыг гуравду 
гаар мөрөнд бичих мэтчлэн бүх тоглогчид бие биеийн эсрэг 
тоглосон байх хүртэл нь үргэлжлүүлиэ. Манай хүснэг- 
тэд тоглогчдын хос нэг бүр яг нэг удаа орсон байх 
ёстой нь илт. Үүнийг хийх аргыг 48 дугаар зураг дээрх 
хүснэгтэд • үзүүлжээ. у дугаар тоглогчтой к дугаар 
тойрогт тоглох хүнийг олохын тулд энэ хүснэгтийн У 
дугаар багапа (& + 1) дугаар мөрийн огтлолцол дээр бай- 
гаа дугаарыг олбол хангалттай. 

Энэ хүснэгт нь дараахь маягаар"байгуулагджээ. Хүс- 
нэгтийн эхний мөрөнд 1-ээс N хүртэлх тоонуудыг дээр 
хэлсэн байдтаар байгуулж мөл. энэ тоонуудыг нэг- 
дүгээр багянанд бичнэ. Одоо мөр бүрийн үлдсэн /V— 1 бай- 
ранд 2-оос N хүртэлх тоонуудыг буурах байдлаар цикл 

эрэмбээр байрлуулъя. Эхний N мөр нь 2, 4, . . . , 
N тэгш тоонуудаар эхлэх ба дараахь байдалтай байна. 


2 

N 

,Ү-Т 

* . • • . 

4 

3 

4 

3 

2 

IV УҮ-1 • • 

6 

5 

N IV- 1 

IV- 2 

• 4 • * 

. . 3 

2 


Үлдсэн мэрүүд нь 3, 5, . . . ,' IV 1 сондгой тоонуудаар 
эхлэх ба 
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хэлбэртэй байна. Энэ хүснэгтэд 1-ийн тоо байхгүй бай- 
гаа ба нөгөө талаас хэн ч өөрөө өөрийнхөө эсрэг тог- 
.аож болохгүй учир баганын дээд талд бичигдсэн тоо 
эиэ багананд хэзээ ч давтагдахгуй гэдгийг тэмдэглэе. 
Хэрэв гол диагоналийн дагуу б 1 йгаа бүх тоонуудыг 
48 дугаар зураг дээр үзүүлсэн шигээр бүгдийг нэгээр 
соливол энэ хоёр дутагдлыг арилгаж болно. Тэгвэл 
тоглогч бүр өөрийн дугаараа, түүнтэй янз бүрийн той- 
рогт тоглох тоглогчдын дугаарыг олж чадна. Жишээл- 
бэл 4 дүгээр тоглогч нь 1 дүгээр тойрогт N — 1 дүгээр 
тоглогчтой, 2 дугаар тойрогт 2 дугаар тоглогчтой, 
гуравдугаар тойрогт I дүгээр тоглогчтой, дөрөвдүгээр 
тойрогт 6 дугаар тоглогчтой гэх мэтчлэн /V — 1 дүгээр 
тойрогт /V— 3 дугаар тоглогчтой тоглопо. 

Дасгал 

1. N=6, 8, 10 үеийн тэмцээний оноолтуудын хүснэгтүү- 
дийг байгуул. 

2. Дээр тайлбарласач хүснэгтүүд нь үнэндээ тэмцээ- 
ний график мөн гэдгийг батал. Үүний тулд: 

а) Тоглогч бүр бусад бүх тоглогчтой тус бүр иэг нэг 
удаа тоглою. 

б) Тоглогч бүр янз бүрийн тойрогт өөр өөр хүнтэй тог- 
лоно. 

в) Хэрэв ямар нэг тойрогт ] дүгээр тоглогч нь к дугаар 
тоглогчтой учирсан бол к дугаар тоглогчийн энэ тойрогт 
гоглох хүн нь ] гэж заагдсан байна гэдгийг шалга. 



V БҮЛЭГ 


ЧИГЛЭЛТ ГРАФУУД 


1 §. Дахиад л спорг тэмцээнүүд 

Нэгдүгээр бүлэгт графын тухай анх авч үзэхдээ 
спортын багуудын тэмцээнийг жишээ болгон авч үзсэн. 
Жишээлэхэд А ба С багууд хоорондоо тоглочихсон л 
байвал эдгээрийг АС ирмэгээр холбодог байсан билээ. 
(б дугаар хуудасны 1 дүгээр зураг) Гэвч ийм граф нь 
энэ хоёр багийн аль нь хожсон бэ? гэсэн асуултанд хариу 
өгч чадахгүй. 


А 



Энэ дутагдлыг хялбархан арилгаж болно. Хэрэв А баг 
нь С-г хожсон бол АС ирмэг дээр Л-гаас С рүү чиглэ- 
сэн сумыг тавьжбайхаар болзъё. Бүх тоглолтуудын дүнг 
бид мэдэж байсан гэж бодьёо. Тэгээд 1 дүгээр зураг 
дээрх граф дээр харгалзах сумуудыг тавихад 49 дүгээр 
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зуряг дээрх грлфгарчээ гэжүзье. Знэграфаас узвэл А нь 
С- г хожсон, Р баг нь Л-д хожигдсон, харин В нь тог- 
лолт бүрдээ хожсон, буюу С, Е, .Р-ийг хожсон байна. Ир* 
мэг бүрд нь чиглэл заагдсан 0 графыг чиглэлт граф 
гэж нэрлэдэг. Тийм графууд мь багуудын хоорондык буюу 
тусгай тоглогчдын хоорондын тэмцээний дунгийн гухай 
мэдээллийг агуулж байж болохыг бид сая үзлээ. Үүний 
УРвууД чиглэлт граф нэг бурийг ямар нэг тэмцээний 
дүпгийн геометр дүрслэл гэж үзэж болно. 

Ямар нэг тоглолт нь тэнцээ болсон бол яах вэ? гэ- 
сэн асуудлыг бид хөндөлгүй чимээгүй өнгөрөв. Тэнцэх 
нь ямар ч тэмцээний оноог тоолж гаргахад саадтай бай- 
даг. Ихэихдээ, жишээлбэл, одон-бөмбөгийн юмуу сквош 1 
мэтийн тэмцээнд ереөсөө тэнцээ байж болохгүйгээр тог- 
лолтын дүрмийг боловсруулдаг. Зарим тоглолтуудын 
хувд жишээлбэл гольф юмуу хөл бөмбөгийн тэмцээнд, 
тэнцээг зайлуулахын тулд 
иэмэлт тойрог явуулдаг. а 
Хэрэв тэнцээ зайлшгүй гар- 
вал харгалзах ирмэгүүдийг 
чиглэлгүй улдээж тэднийг 
граф дээр тусгаж болно. 

'Гэгвэл зарим ирмэгүүд нь 
чиглэлтэй, зарим нь чиглэл- 
гүй граф гарна. Ийм гра- „ 
фыг холимог граф гэж 
нэрлэдэг. Холимог графнь 50 дугаар зураг 

бас бус олон асуудлуудад 
тохиолддогийг бид хожим үзнэ. 

50 дугаар зураг дээрх граф нь холимог граф юм. 
Энэ нь А, В, С, О гэсэн дөрвөн багийн тоглолтуудын 
дүнг харуулах бөгөөд энд А нь В ба С- г хожиж О-тэй 
тэнцсэн, В нь Л-д хожигдож, С-тэй тэнцэж О-г хож- 
сон, С нь Л-д хожигдож О-г хожиж В- тэй тэнцсэн, Л 
нь Л-тай тэнцэж В ба С-д хожигдсон байна. 

2 §. Нэг чиглэлийн хөдөлгөөнүүд 

Ямар нэг замуудын юмуу гудамжнуудын сүлжээний 
зураг пь өвөрмөц боловч графыг тодорхой жишээ болж 
чадна. Хотын дэвсгэрийн орчин уеийн зургууд дээр гу- 

] ) Сквош-тенш стэй төсөетэГ| бөмбөгөөр тоглох тоглоом 
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длмжиуудын харилцап байрлал, тэдний уулзвар, мө п 
аль гудамжнуудад хөсгийн хоёр чиглэлийн, алинд иэ г 
чиглэлийн хөдөлгөөн зөвшөөрөгдсөн зэргийг үзүүлсэ н 
байх ёстойн гадна тэдгээр хөдөлгөөний чиглэлүүдийг 
зааж үзүүлсэн байх ёстой. Тэгвэл энэ нь чиглэлтэй 
юмуу хэрэв хотын зарим гудамжнуудад нэг чиглэлийн 
хөдөлгөөн тогтоогдоогүй байвал холимог граф болно 
(51 дүгээр зураг) Холимог графын чиглэлгүй ирмэг 
бүрийг мөн тэр оройнуудыг холбосои, эсрэг чиглэлтэй 
хоёр ирмэгээр сольж чиглэлт граф болгон хувиргаж 
болно. Хот дотор нэг чиглэлийн хөдөлгөөнийг авч үзэх 
пь графын ерөнхий онолд онц сонирхдог асуудалд хүр- 
гэнэ. Гудамж бүр нэг чиглэлтэй байхаар, хотод хөдөл- 
гөөний шинэ дүрэм баримтлуулахаар шийджээ гэж бодъ- 
ёо. Хэрэв энэ дүрмийг баримтлан явахад хотын нэг газ- 


раас нөгөөд тэр болгон хүрч чаддаггүй байсан бол энэ 

дүрэм зөвшөөрөгдөхгүй нь мэдээж. Хотыи аль ч газ- 

раас дурын өөр газар явж хүрч болдог байхаар ямар 

нөхцөлд гудамжнуудад 

нэг нэг чиглэл тогтоож 

болох вэ? гэсэн асуулт 

тавья. Аль ч хос оройнуу- 

— дын хувьд тэднийг хол- 

/ босон чиглэлтэй гинж олд- 

1 / дог байхаар ямар нөхцөл 

г / «3 - — - графыи ирмэг бүрд нэг 

\. / иэг чиглэлийг тогтоож 

,1 N. ' / > болох вэ? гэждээрх бод- 

лого графын хэлэн дээр 

* томьёологдоно. Тийм граф 

,, бүхэн холбоост граф байх 

1 ' ёстой нь илэрхий. Гэвч 

холбоост байх нь хүрэл- 
51 дүгээр зураг цээтэй 

нөхцөл биш. 




51 дүгээр зураг 


Хэрэв с = (А, В) ирмэг нь А-гаас 5-д, мөн В - гээс 
А-д хүрэх ганц зам болж байвэл түүнийг бид холбогч 
ирмэг буюу хүзүүвч гэж нэрлэж байя. Холбогч ир- 
мэг нь графын оройнуудыг е-оор явалгүй А-гаас хүрч 
болдог оройнууд ба е-оор явалгүй В-тээс хүрч болдог 
оройнууд гэсэн хоёр ангид хуваана. Энэ тохиолдолд 
граф нь зөвхөн ганц е ирмэгээр хоорондоо холбогддог. 
0] ба (? 2 гэсэн хоёр хэсгээс тогтоно. (52 дугаар зу- 
раг) Хотын зураг дээр бол холбогч ирмэг нь хотьщ 
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гусдаа хэсгийг хооронд нь холбосон ганц гол зам нь 
байна. Тэр нь гол дээгүүрх ганц гүүр ч юмуу эсвэл 
төмөр замын ганц туннель байж болно. Хэрэв ийм гол 
дээр ганц чиглэл тогтчихвол хотын нэг хэсгээс нөгөөд 
хүрч чадахгүй болно. 

е = (Л, В) ирмэгийн аль нэг төгсгөл нь жишээлбэл 
.4 нь графын ямар ч өөр ирмэгийн төгсгөл болдоггүй 
бол дээр дурдсанаар (Ш бүлэг § 1) ийм ирмэгийг 
гөгсгөлийн ирмэг гэдэг билээ. (53 дугаар зураг) Л-г 
/3-тэй холбосон үүнээс өөр зам байхгүй учир е ирмэ- 
1 ийг бас л холбогч ирмэг гэж авч үзэх ёстой. 52 ду- 
гаар зургийн О х графыг ганц Л цэгт «хумигдсан» мэт 
сэтгэж болпо. Хотын дэвсгэр зураг дээр төгсгөлийн 
ирмэгт мухар гудамж харгалзана. Нэг чиглэлийн хө- 
дөлгөөнөөр Л-д орох орц юмуу Л-гаас гарах гарц хааг- 
дах учир ийм гудамжинд нэг чиглэлийн хөдөлгөөн тог- 
тоож болохгүй. Хэрэв Е]= (Л[, В \ ) ирмэг нь холбогч 
нрмэг биш бол г г ээр ордоггүй боловч Л, ба 5 г ийг 
холбосон өөр зам олдоно. (54 дүгээр зураг) Ийм учраас 
тийм ирмэгийг цикл ирмэг гэж нэрлэдэг. Иймд гра- 
([)ад цикл ба холбогч гэсэн хоёр төрлийн ирмэг байдаг 
байна. Одоо бид длраахь теоремийг баталж болно. 



52 дугаар зураг 53 дугаар зураг 54 дүгээр зураг 


Теорем 1. Хэрэв 0 нъ чиглэлгүй, холбоост 
граф бол түүний холбогч ирмэгүүдийг чиглэлгүй 
үлдээгээд графын аль ч хоёр орой нь чиглэлтэй 
гинжээр холбогдсон байхаар, циклирмэгүүдэд чиг - 
лэл тогтоож болно ■ 


сз 



Хотын дэвсгэр зургийн хувьд энэ дүгнэлтийг да* 
раахь байдлаар томьёолж болно. Зөвхөн гүүрүүд (хэрэв 
энэ гүүр нь гол дээрх ганц гүүр бол) ба мухар гудамж- 
нуудыг хоёр чиглэлийн хөдөлгөөнтэй үлдээж хотын бүх 
хэсгүуд хоорондоо тээврээр бүрэн холбогдсон байхаар 
бусад бүх гудамжнуудад нэг чиглэлийн хөдөлгөөнийг 
тогтоолс болно. Ирмэгуүд дээр зохих чиглэлийг яаж 
тогтоож болохыг заан үзуүлж, энэ теоремийг баталъя. 
0 графын дурын (А, В) нрмэгийг сонгон авъя- Хэ- ; 
рэв е нь холбогч ирмэг бол тэр нь хоёр чиглэлтэй тул 
В - гээс Л-д буцаад е-ын дагуу явж ирж болно. (55 ду- 
гаар зураг). Хэрэв е нь цикл ирмэг бол тэр нь ямар 
нэг С циклд орох тул С циклийн бүх ирмэг дээр цикл 
маягаар чиглэл тогтоож болно- Тэгвэл ирмэгүүд дээр 
заасан чиглэлийн дагуу явж С циклийн аль ч оройгоос 
нөгөө оройд нь хүрч болох нь нлт. 



55 дугаар зураг 56 дугаар зураг 

Энэ процессийг үргэлжлуүлж болно. Авч узэж буй 0 
графын ямар нэг Н хэсгийн дурын оройгоос нь түүний 
дурын өөр оройд нь нэг чиглэлийн ХӨДӨЛГӨӨНИЙ дүр- 
мийг баримтлан хүрч болдог байхаар чиглэл тогтоожээ 
гэж бодъё. С нь холбоост учир нэг бол Н нь 0 - тэй 
давхцана, нэг бол Н - тай «шургэлцдэг», өөрөөр хэлбэл, 
Н - д хамаардаггуй (харьяалагдахгүй) боловч нэг орой 
нь жишээлэхэд А нь Н - д хамаардаг (харьяалагддаг 
тийм е=(А, В) ирмэг олдоно. 

Хэрэв е нь холбогч АВ ирмэг бол тэр нь дээр болз- 
сон ёсоор хоёр чиглэлтэй байиа. Тэгвэл Н графын 
дурын X оройг А-тай холбссон чиглэлтэй В гинж 
(54 



олдоно. Иймд X нь мөн ( е ирмэгээр) В - тэй холбог- 
доно. Бусад В оройгоор г-ээр дамжин Л- д хүрч боло х 
ба дараа нь чиглэлт 2 гинжээр явж Л-гаас Х-я хүрч 
болно. (57 дугаар зураг) 



57 дугаар зураг 

Н - д е-г нэгтгэвэл шаардагдсаи чанар бүхий өмнө' 
хөөс их, (7-ийн хэсэг гарна. 

Хэрэв е=(Л, В) ирмэг нь цикл ирмэг бол тэр нь 
ямар нэг С циклд хамаарагдана. Л-гаас В - д хүрсний да- 
раа Н - д хамаарагддаг, С-гийн эхний О орой хүртэл С- 
гийн дагуу явах чиглэлнйг бид С-д тогтэоё. Энэ бүх 
нрмэгүүдийг Н - д нэгтгээ. X нь Н - ийя дурын, Ү пь 
С-г. 1 Йн дурьп орой эогэг. Тэ';Ш Н - д хамаарагддаг, 
\'-цйг Л-тай холбосон члглэлг Р ппжлйг олж болох 
ба дараа нь С-гпйн дагуу С-гийн Ү орой хүртэл явж 
болго. Буцаа. 1 аад 1^-эзс С-гийн дагуу В орой хүртэл 
явж дараа нь /7-д хамаарагддаг чиглэлт гинж ^-ээр 
/;-ээс А^-д очиж болно. Ийм учраас С-гийн дурдсан 
ирмэгүүдийг Н - д нэгтгэхэд үүссэн чиглэлт граф нь 
дээрх шаардлагыг хангана. Өөрөөр хэлбэл ирмэгүүдэд 
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а:инЛ('пп чиглэлийг баримтлан явж С циклийн Дурын 
и •)! тгэсэн оройгоос дурын өөр оройд хүрч болох нь 
илэрхнй (58 дугаар зураг). Энэ процессийг үргэлжлүү- 
лэп эцсийп эцэст аих авсап С графыг дээрх шаардла- 
гнг хаигасан чиглэлтэй болгож болно. 

Хотып гудамжпуудад нэг чиглэлийп хөдөлгөөнийг 
тогтоох нь тээврпйн хэрэгслийн хурдыг нэмэгдүүлэх 
боломжийг олгох боловч урьд энэ хотоор явж үзээгүй 
жолооч хотыг машинаар тойрох гэвэл түүнд нилээд 
бэрхшээл тохиолдоно. Хэрэв хотын гудамнууд хоёр' 
чиглэлийн хөдөлгөөнтэй бол жишээлэхэд II бүлгийн 
4 §-д тайлбарласан аргыг хэрэглэж болно. Харин тэнд 
ирмэг бүрийг хоёр чиглэлээр нь явж өнгөрч болдог 
байсан нь чухал билээ. Хэрэв бүх гудамжнуудад юмуу 
зарим гудамжнуудад нэг чиглэлийн хөдөлгөөн тог- 
тоогдсон бол графын дурын хоёр оройг холбосон чиглэл- 
тэй гинж ядаж нэг оршинбайна гэсэн гарцаагүй нөхцөл- 
тэй үед ч энэ бодлого нь нилээд төвөгтэй юм. Заасан 
чиглэлүүдийн дагуу графаар яаж явбал эцсийн эцэст 
түүний бүх ирмэгүүдээр орж болох вэ? гэж энэ бод- 
логыг ерөнхмй байдлаар томьёолж болно. Ингэж той- 
рохдоо явж өнгөрсөн замаа мартахгүй санаж байх нь 
яриангүй чухлаас гадна гудамжнуудын сүлжээний үүс- 
гэж буй графын бүдүүвч зургийг урьдчилан бэлтгэсэн 
байвал нэн ч хялбарчлагдана. 

Бид ямар нэг а 0 цэгийг авч энэ цэгээс гарсан аль 
нэг гудамжийг даган хөдөлье. Тэгээд ямар нэг уулз- 
вар дээр ирээд энд ямар гудамжаар явж ирсэн ямар шинэ 
гудамжаар шилжихээ зураг дээр тэмдэглэе. Ер нь цааш- 
даа энэ уулзвараас гарсан бусад гудамжнуудыг тэдний 
чиглэлийн хамтаар тэмдэглэх нь ашигтай. Ямар нэг ху- 
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59 дүгээр зураг 
К) 



гацаа өнгөрсний дараа урьд нь очиж байсан аль нэг й\ 
уулзварт бид буцаж ирнэ. (59 дүгээр зураг). Урьдчилан 
бэлтгэсэн бүдүүвч зургаа харъя. Хэрэв бид бүх гудам- 
жуудаар явчихсан бол манай бодлого бодогдчихно. Хэ- 
рэв тийм биш бол урьд явж өнгөрөөгүй (с, й) гудамж 
олдоно. Өгөгдсөн иөхцөл ёсоор а^-ийг с-тэй холбосон 
чиглэлтэй гинж оршин байх ёстой билээ. Бид энэ гин- 
жээр явскы дараа(с, й) гудамжаар явъя. 



60 дугаар зураг 61 дүгээр зураг 


(агээс гарсан урьд яваагүй гудамжнаас эхлэх нь нэн то- 
хнромжтой нь мэдээж). Энэ маягаар цаашид үргэлж- 
луүлбэл эцсийн эцэст бид хотын бүх гудамжуудаар 
явж чадах нь илэрхий. 

Д а с г а л 

1. Энэ зүйлд тайлбарласан аргыг хэрэглэн 14 ба 34 дү- 
гээр зураг дээрх графууд дээр чиглэлүүдийг тогтоо. 

2. Бүдүүвч зургууд нь 60 ба 61 дүгээр зураг дээр дүрс- 
лэгдсэн хотуудын хувьд энэ бодлогыг бод. 


3 §. Оройн зэрэг 

I бүлгийн 6 дугаар зүйлд нэг төгсгөл нь Л байдаг 
тийм бүх ирмэгүүдийн тоог А оройн р (Л) зэрэг гэж 
пэрлэн чиглэлгүй графын бүх ирмэгүүдийн тоог бид бо- 
дож гаргасан билээ. Чиглэлтэй графын орой бүрийн 
хувьд Л-д ордог, Л-гаас гардаг ирмэгүүд гэсэн хоёр 
төрлийн ирмэгүүд байдаг. Үүнтэй харгалзан орой нэг 
бүрд ордог ирмэгүүдийн тоо р (Л), гардаг ирмэгүүдийн 


ТОО Р* (Л) гэсэн хоёр төрлийн зэрэг бэйнэ. Жишээл- 
бэл 62 дугаар зураг дээрх графыи хувьд: 

р (Л) = 3, р* (А) — 2 байпа- 

Чиглэлтэй ирмэг г. — (А, В) нэг бүрд эхний А орой 
ба эцсийн В орой байна. Ийм учраас графын нийт ир- 
мэгийн тоо А^-ийг нэг бол орой тус бүрд орсон бүх 
ирмэгүүдийг тоолох юмуу эсвэл орой тус бүрээс гарсан 
нийг ирмэгүүдийг тоолж олж болно. Энэ нь А и А 2 , . . ■ 

. . . , А„ гэсэн п оройтой чиглэлт О графыи пийт ирмэ- 
гийн тоо /V нь: 

N = р (ЛП + р (Л 2 ) + . . . + р (А п ) — 

= Р*(Л,) + Р*(Л 2 ) + Р*(Л„) 

нийлбэрүүдийн нэгтзй нь тзкцүү гэсэн үг юм. Жишээ 
болгон 49 дүгээр зураг дзэрх графыг авч үзье. Энд 

Р(Р)=Р(Я)=3, р (Л) = 2, р (Р) = 1 

?(С)=р {Е) = 0, р*(/г) = р*(Р) = 3 
р*(с) = 2, р*(Л ) = 1, р*(В) = р*ф) = 0 

байна. Хоёр тохиолдлын алинд нь ч нийлбэр пь 9-тэй 
тэнцүү байна. 

Оройн зэргүүд нь ямар нэг онцлог чэнартай чиглэлт 
янз бүрийн графууд байдаг заримыг дурдъя. Хэрэв гра- 
фын бүх оройн зэрэг иь нэг ижил г тоотой тэнцүү буюу 
орой А бүрийн хувьд 

р(Л)=р*(Л) = г 

байвал ийм графыг г зэргийн нэгэн төрлийн граф 
гэдэг. Цикл нь (63 дугаар зураг) ийм графын хялбар 
жишээ болно. Энд Л орой бүрийн хувьд 

р(Л)=р*(Л) = 1 

байх энэ граф нь 1 зэргийн нэг төрлийп граф юм. 

Баг бүр нь бусад баг нэг бүртэй тоглох ёстой тойр- 
гийн журамтай тэмцээний графыг дахин авч үзье. Эх- 
лээд тэмцээнд оролцсон багуудын тоо тэгш байж гэж 
үзье. Тэгвэл баг бүр тойрог бүхэнд тоглоио. ) 

Мөн к тойргийн дараа баг бүр бусад к багтай тог- 
лоно. Харгалзах графын орой бүрд к ирмэг байх ба 
тэгэхдээ зарим ирмэгүүд нь орсон байна. Тодорхой хэл- 
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62 дугаар зураг 


63 дугаар зураг 


бэл хожигдолд харгалзсан нь орсон ялалтад харгалз- 
сан нь гарсан (тэнцэж болохгүй гэж бид үзнэ) байна. 
Нйм учраас тийм графын Д орой бүрийн хувьд 

Р (А) + Р * (Д) = к (1) 

байна> 

Хэрэв багуудын тоо иь сондгой бол тойрог бүрд 
нэг баг тоглохгүй сул үлдэнэ. Тойрог бүрд тоглосон 
багийн хувьд (1) тэнцэл хүчннтэй, иэг тойрог алгассан 
)аг В -үүдийн хувьд 

Р ( В ) + Р * (В) = к-1 (2) 

тэнцэл биелнэ. 

Д а с г а л 

1. Таван оролцогчидтой тэмцээний хоёр ба гурав дахь 
гойргийн дараахь байдалд харгалзах графуудыг байгуул. 

2. Хэрэв тэнцээ байж болио гэж үзвэл (1) ба (2) тэнц- 
лүүд яаж өөрчлөгдөх вэ? 

3. л— 5, 6, 7, 8 оройтой г— 2 зэргийн нэг төрлийн чиг- 
лэлт графуудыг байгуул. 

4§. Уг гарлын графууд 

Хэн нэг хүний уг удмын модыг зурахдаа садан төр- 
.111 йн хамаарлыг үзүүлэхийн тулд чиглэлт графыг хэрэг- 
лэж болно. Гэр бүлийп гишүүн Л-гаас гишүүн В. рүү 
татсан ( А,В ) ирмэг, В нь Д-гийн хүү юмуу охин юмуу 
гэдгийг заана.- Удамшлыг судлахаар амьтад дээр хий- 
сэн туршлагын дүнг тодорхойлон бичихдээ (Д, В) чиг- 
лэлт ирмэгээр В нь Д-гийн шууд удам гэдгинг тэм- 
дэглэп ийм маягийп схемннг бпологт өргөп хэрэглэдэг. 

Тийм уг гарлын графууд нь бараг илэрхий зарим 
пэг онцлог чанаруудтай байдаг. Бодгаль бүр (амьтан 
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К 9 Г бүр) эцэг эх хоёртой байдаг учраас орсон ирмэг, 
орой бүрд хоёр байх ёстой буюу 

?*(В) = 2 (3) 

байдаг нь дээрх чанаруудын нэг нь юм. Ингэхлээр уг 
гарлын графынүндсэн үүр нь 64 дүгээр зураг дээр дүрс- 
лэгдсэн шиг хоёр ирмэгээс тогтоно. Энд эцэг О, эх 
М гэсэн хоёр бодгалийн шууд удам нь В юмаа гэд- 
гийг харуулна (Ердийн моднуудын адил). Уг гарлын 
мод нь тэнгэрт тултлаа (хязгааргүй) үргэлжилж ча- 
дахгүй гэдгийг энд тэмдэглэе. Бидний мэдлэг хязгаар- 
лагдмал учир эцэг эхийн аль нэг нь юмуу эсвэл 
хоёулаа бидэнд мэдэгдэхгүй болох тийм цаг үе зайлш- 
гүй тохиолдох болно- Ийм учраас (3) тэнцлийг 

?*(В)<2 (4) 

гэсэн тэнцэл бишээр солих нь зөв байхсан билээ. 

Садан төрлийн харьцаа бүхэн пь уг гарлын граф 
дээр ямар нэг дүрсээр дүрслэгдэнэ. Жишээлбэл В\, 
В 2 , В г нь О ба М гэсэн нэг эцэг, эхийн хүүхэд уч- 
раас эд нар нь нэг бол ах дүү, нэг бол эгч дүү нар 
юм гэдгийг 65 дугаар зураг харуулж байпа. 

М 


64 дүгээр зураг 

Үүний адилаар В± нь В\, В 2 , В ъ -тай пэгэн адил М 
эхтэй, О ба 0\ гэсэн өөр эцэг эхтэй учир эх нэгтэй 
ах дүү нар болохыг 66 дугаар зураг дээр харуулж 
байна. 

Бид сонирхолтой асуудалд одоо хүрч ирлээ- Орой 
бүрд нь хоёроос илүүгүй ирмэг орсон, өөрөөр хэлбэл 
(4) нөхцөлд тохирдог өвөрмөц маягийн чиглэлт граф 
бидэнд өгчээ гэж үзье- Тэгвэл энэ графыг уг гарлын 
граф гэж үзэж болох уу? гэсэн асуулт тулгарна- Өөрөөр 
хэлбэл орой бүрд нь орсон хоёр ирмэг нь 64 дүгээр 
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65 дугаар зураг 



66 дугаар зураг 

зураг дээр дүрсэлсэн дүрсийг үүсгэж байхаар орой- 
нуудыг буюу тэдэнд харгалзах бодигалуудыг О эц- 
гүүдийн ба М эхүүдийн гэсэн хоёр ангид ямагт ху- 
вааж болох уу гэсэн асуулт юм. Ингэж тэр болгон 
хувааж болдоггүйг жишээ (67 дугаар зураг) үзүүлж 
байна. А\ нь О ангид хамаарч байжээ гэж бодъё Тэг- 
вэл түүний хүүхэд В\ нь Л 2 -ийн хүүхэд тул А 2 нь М 
ангид хамаарна. Нэгэнт В ъ нь Л 3 ба Л 2 -ын хүүхэд тул 
А 3 нь мөн О ангид хамаарах ёстой болно. В 2 нь хоёу- 
лаа О ангид ордог ба Л 2 ба Л 3 -ийн хүүхэд болж энэ 




граф дээр харгалзаатай зөрчилдөиө. Л,-ийг М апгид 
хамааруулахад ч мөп үүнтэй адил зөрчил орно. 

Эпэ бэрхшээлийп шалтгааныг олохын тулд ямар нэг 
Л, оройгоос эхлэа түүнийг О ангид хамааруулъя. Хэ- 
рэв А | нь 5]-ГИЙН эцэг эхийн нэг бол нөгөө А 2 -шг М 
ангид хамааруулъя. Хэрэв Л 2 нь мөн В 2 - ийн эцэг эхийн 
нэг Л 3 орой түүний нөгөө нэг эцэг эх нь бол Л 3 -ыг О 
апгид хамааруулах гэх мэтчлэн үргэлжлүүлэв. Тэгвэл 
ээлж ээлжээр О ба М ангид ордог бодигалуудын 

А ь Ао, • • • , Л, (5 ) 

гэсэн „ээлжлэх“ дараалал гарна. Зэргэлдээ хоёр ир- 
мэг бүр иь эсрэг чиглэлтэй 

(Ль В\), (. В\ , Л 2 ), (Л 2 , В 2 ), {В 2 , Л 3 )--- 
гэсэн ирмэгүүдикп дарааллаар эдгээр пь манай граф 
дээр холбогдоно (68 дугаар зураг). 


А I А г А 3 • • • Ап 



68 дугаар зураг дээрх шиг Л, ба А п нь В п - ийи эцэг 
эх байжээ гэж бодъё. Эпэ нь 

{А Х В Х ), (Л 2 , В х ) (Л,5,), ..., (Л,„ В п ) (Л ь В п ) (6) 
гэсэн „ээлжлэх 11 циклийг өгнө. 1 эгвэл Л, ба А п өөр 
өөр ацгид хамаарагдах ёстой пь илэрхий ба иймд п нь 
тэгш тоо бзйх ёстой бзйна. Энэ пь биднийг доорх үр 
дүнд хүргэнэ- 

Төрлийн пөхцөл. 0 нь (4) нөхцөлд пгохнр- 
дог, яиглэлт граф болог. Хэрэв О графын орой- 
нуудыг М „ эхүүдиан “ О „ эцгүүдийн “ гэсэн хоёр ан - 
гид дээрх нөхцөлд тохируулан хувааж болдог бай- 
вал ду рьш„ ээлжлэх “ цикл дэх А; эцэг эхкүүдийн 



(5) дараалал нь тэгиь тпооны гшиүүдээс гпогтпоно. 

Энэ нөхцөл нь „ээлжлэх“ (6) циклийн ирмэгүүдийн 
тоо нь дөрөвт хуваагдана гэсэптэй адил чанартай юм. 
Хэрэв төрлийн нөхцөл биелбэл гргфын оройн бүрийг 
дээрх ангиудын нэгэнд хамааруулж болно- А\ оройгоос 
эхлэн түүнийг дурьш (О-д юмуу М- д) ангид хамаа- 
руулъя. Хэрэв А х нь хүүхэдгүй юмуу эсвэл хүүхэдтэй 
ч гэсэн тэдний өөр эцэг эх бидэнд мэдэгдэхгүй бол 
Л,-ийнангийг тодорхойлсноос ямар чмөрдөлгөө гарах- 
гүй. Хэрэв А^пь хүүхэдтэй бол Л г ээс эхэлсэн элдэв ян- 
зын „ээлжлэх“ гинжүүдийг авч үзье. Үүгээр (5) дараал- 
.тын аль ч гишүүнийг ямар ангид орох ньнэг утгатай то- 
дорхойлогдоно. Үнэндээ хэрэв Л г ээс Л я -д хүрсэн хоёр 
гинж байгаад Л я нь О ба Ж-д хоюуланд нь хамаардаг бай- 
сан бол нэгдүгээр гинжээр Л г ээс Л я -д хүрч хоёрдугаар 
гинжээр Л]-Д буцаж ирж болох тул „ээлжлэх" гннжийн 
оройн тоо сондгой болж төрлийи нөхцөлтэй зөрчилдөнө. 

Эхний удаагийн энэ байгуулалтаар графын бүх оройн 
ангийг тодорхойлж чадахгүй. Дараагийн алхамд ямар ч 
„ээлжлэх“ гинжээр Л,-тэй холбогдоогүй ямар нэг А\ 
оройг авч түүнийг дурын ангид хамааруулан дээрх бай- 
гуулалтыг хийе. Дараа нь А х ба А\ -ийн алиитай пь ч 
холбоГдоогүй ямар нэг гурав дахь А\ оройг эхлэх орой 
болгон авах зэргээр графын орой бүр нь тодорхой ап- 
гитай болох хүртэл үргэлжлүүлье. Ангийг тодорхойлох 
энэ арга ямар нэг бодгалийн эцэг эх нь хоёулаа нэг 
айгид орчих тийм зөрчилд хэзээ ч хүргэхгүй нь илт. 

Графын оройнуудыг хоёр ангид зөрчилгүй хуваах 
боломжийг олгодог нөхцөлийг олсны дараа энэ иөхцөлд 
граф бүхний удамшил судлах ямар нэг туршлагад хар- 
галзах граф гэж үзэж болох уу гэсэн асуудал тавих 
1 1 ь зүйн хэрэг юм. Үүний тул бас нэг пэмэлт хязгаар- 
татыг графад гавих хэрэгтэй гэдгийг харахад хялбархаи. 

О I — нэг бүр нь өмнөхийнхөө удам пь байх 

Ои & 2 , .... Оп (7) 

: эсэн бодлогуудыи дараалал байж гэж саная. Энэ нь 
граф дээр чиглэлт гинжээр 69 дүгээр зураг дүрслэгд- 
жээ. Энэ бодгалиуд цаг хугацааны хувьд мөн ийм 
эрэмбэтэй төрсөн байх ёсгой. Ийм учраас ‘1) п нь /Р,- 
ийн эцэг нь юмуу эх нь байж болохгүй. Өөрөөр хэл- 
бэл манай граф чиглэлтийг циклийг агуулж болохгүй. 
Ийм графуудыг циклгүй графууд гэж нэрлэдэг. 
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69 дүгээр зураг 

Чиглэлт ямар граф удамшилтын туршилтыг то.дорхойлиг 
байж болохын гарцаагүй гурван иөхцөлийг бид оллоо. 
Энэ пь 

1. Бүх А-гийн хувьд р* (А) < 2, өөрөөр хэлбэл, 
аль я оройд хоёроос илүү ирмэг ороогүй. 

2. „ Ээлжлэх “ циклийн ирмэгийн тоо нь дө- 
рөвт хуваагддаг. 

3. Граф нь циклгүй байх гэсэн нөхцөлүүд юм. 

Үүний урвууд хэрэв энэ гурван нөхцөл биелж бай- 

вал бүх оройг зохих ёсоор ангиудад хувааж болох ба 
ингэхлээр графыг бүхэлд нь удамшлыи туршилтыг то- 
дорхойлж байгаа граф гэж үзэж болно- Энд (Л 0 , В) 
ирмэг нь Л 0 -ийн шууд удам В мөн гэдгийг заах ба В - г 
төрүүлэгч нөгөө нэг нь (хэдийгээр бидэнд мэдэгдээгүй 
байгаа боловч) өөр ангийн бодгаль юм. Ийм учраас энэ 
гурван нөхцөлийг удамшлын ерөнхий схемийн захирагдах 
нөхцөлүүд гэж үзэж болно. Эдгээр нөхцөлүүдийг н<ирийн 
хэлэн дээр хөрвүүлбэл: 

1. Амьтан нэг бүр хамгийн олондоо л хоёрын дун- 
даас төрнө. 

2. Төрүүлэгчдийн нэг нь эцэг, нөгөө нь эх байна. 

3. Хэн ч өөрөө өөрийнхөө удам болохгүй гэсэн илт 
үнэн зүйлүүд юм. 




71 дүгээр зурдг 
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Эцэст нь удамшлын графын хувьд бас нэг тайлбарыг 
хийе. Бид манай графыг удамшлын дурын туршилтын 
граф гэж үзсэн билээ. Хэрэв бид хүний тухай ярьж 
байгаа бол манай уг удмын модноос зарим нэг өвөр- 
мөц дүрсийг зайлуулах хэрэгтэй болно. Жишээлбэл 
хэп ч эгч, дүүтэйгээ гэрлэдэггүй, хэн ч ах дүүтэйгээ 
гэрлэдэггүй учир манай граф 70 дугаар зураг дээрх 
шиг дүрсийг агуулахгүй. Мөн хэн ч өөрийн эцэг эхтэй 
гэрлэж болохгүй учир 71 дүгээр зураг дээрх дүрс ч 
байж болохгүй гэх мэтчлэн байна. 

Д а с г а л 

1. Хоёр бодгаль а) бүл ах дүү (эсвэл үеэл эгч дуү, 
эсвэл үеэл а* дүү)> б) авга эгч (юмуу авга ах) ба ач хүү 
(юмуу зээ охин) байхад харгалзах графыг зур. 

2. 72 дугаар зураг дээрх графын оройнуудын ангийг эл- 
дэв бүх аргаар тодорхойл. 





3. а) иэг эхтэй ах, дүү; б) евег эцэг ба ач охин 
и) авга ах, ач охин юмуу авга эгч, ач хүү хоорондоо гэр 
бүл болж үл болохыг хориглосон хориглолтыг удамыт мод- 
ноос зайлуулахад үүсэх графыг зур. 



VI бүлэг 

ТОГЛООМУУД БА ТӨВӨГТЭЙ БОДЛОГУУД 


§1. Ухаан сорих бодлого ба чнглэлт граф 

Олонхи төвөгтэй бодлогуудыг графын хэлэн дээр 
тайлбарлаж болдгийг бид дээр в дурдсан (П бүлэг, 6§) 
билээ. Тэгэхдээ янз бүрийн байрлалууд нь графын орой- 
нууд, нэг байрлалаас нөгөөд шилжих боломжид нь гра- 
фын ирмэг харгалздаг билээ. Төвөгтэй бодлогын бо- 
долт өгөгдсөн анхны байрлалаас нэг юмуу хэд хэдэн 
эцсийн буюу хожлын байрлалд хүргэх гиннсийг олох 
бодлогод шилжих юм. Ийм бодлогод бид чиглэлгүй 
графуудыг ашиглаж байсан. Нэг байрлалаас нөгөөд 
шилжиж болдог бол буцаад шилжиж болно гэдгийг 
дуугүй зөвшөөрсөн учраас л ингэлс дүрсэлсэн билээ. 
Усчны тухай, хартай гурван хар хүний тухай, шатрын 
хөлгөн дээрх морины хөдөлгөөний тухай бодлогуудад 
чухамдаа ийм байсан билээ. Харин олонхи бодлогуу- 
дад шилжилт нь зөвхөн нэг чиглэлт боломн^той байдаг- 
Ийм тохиолдлуудад аргагүй чиглэлт графыг хэрэглэх 
хэрэгтэй болдог. Хэрэв зарим шилжилт ыь хоёр чиг- 
лэлдээ боломжтой бол харгалзсан оройнууд нь эсрэг 
чиглэлтэй хоёр ирмэгээр холбогдоно. Эпэ тохиолдолд 
харгалзсан ирмэгүүдийг чиглэлгүй үлдээн холимог гра- 
фыг хэрэглэж болно. Ийм бодлогыг бодохын тулд эх- 
ний байрлалаас эцсийн байрлалд хүргэх чиглэлтэй гин- 
жийг граф дээр олох хэрэгтэй болно. 

Ихэд дэлгэрсэн эртний нэг бодлогыг жпшээ бол- 
гон авч үзье. Хэн нэг хүнд харгалзан 8,5,3 литрийн 
багтаамжтай А,В,С гэсэн гурвац сав байжээ. А сав 
иь дүүрэы устай' байсап ба түүний усыг Л, В, С-гээс 

*Эиэ помонд бпд хэрэглэсэн ус гэсэи үгнйн оронд „жнмсннн 
а рхи“ гэсэц үг байгааг сануулъя (ред). 
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өөр сав хэрэглЭлгүйгээр хоёр саванД тэнцүүлж хийх 
хэрэг гарчээ. 


с 



Графын аргаар бодлогыг бодохын тулд доорхи схе- 
мийг (бүдүүвчий ) ашиглая. В ба С савууд дахь усны 
хуваарилалт бүрд ( Ь , с) хос харгалзуулъя. Үүпд Ь пь 
В савны, с нь С савны услы хэмжээ юм. Эхлээд ( Ь,с ) 
пь (о, о) утгатан байх ба эцсийп байдалд А ба В сав 
тэнцүү устай С пь хоосон байх шаардлагатай учир э ц- 
сийн хуваарилалтад (4, 0) гэсэн утга харгалзапа. 

Координаттгй хавтгай’ дээр (Ь, с) хос бодит тоо 
бүхпийг цэгээр дүрсэлж болох учраас савиууд дахь 
усны элдэв хуваарилалтад харгалзах цэгүүдийг графыи 
оройнууд гэж үзэж болно. В ба С саванд бутархай 
тооны литр ус юүлж болохгүй нь бодлогып томьёол- 
лоос илт учраас сайндаа л Ь нь 0, 1, 2, 3, 4, 5, С 
пь 0, 1, 2, 3 гэсэн утгуудыг авч болно. Ийм учраас 
байж болох элдэв ( Ь , с) хосуудын тоо нь 6X4 = 24, 
өөрөөр хэлбэл, мапай граф нь 24 оройтой байна. Савуу- 
дад усыг юүлэх замаар өгөгдсөн (Ь 0 , с 0 ) хуваарилал- 
таас (Ь ь С[) хуваарилалтад шилжиж болдог байвал (Ь 0 , 
с 0 ) оройг (Ь 1 , с,) оройтой чиглэлт ирмэгээр холбоё. 


1 Координаттаы хавтгай гэсэн үгпйг хавтга йд тэгш өнцөгт коор- 
динатын систем сонгон авсан гэж ойлгоорой. (Ред). 
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Манай жишээн дээр эхний О (о , о) байрлалаас 0А\ 
ба 0А 2 (73 дугаар зураг) ирмэгүүд гарна. А\ 
оройгоос гарч Лц(5,3) ба Л 12 ( 2, 3) оройнуудад, Л 2 
оройгоос бол Л 21 (3,0) ба Л 22 (5,3) оройнуудад хүрч 
болно. Дараа нь эдгээр байрлалуудаас тоглоомьш дүр- 
мийг баримтлан явж хүрч болох оройнуудыг бид тоо- 
чиж болох ба энэ маягаар цааш үргэлжлүүлж болно. 
Хэрэв төгсгөлийн Т (4,0) оройд үнэндээ хүрч болох 
байвал саяын арга нь эцсийн эцэст түүнд хүргэнэ. Үнэн- 
дээ О-оос Т - д очсон гинж оршин байвал О-оос Т - д 
хүрсэн гинжүүд дотроос аль болох цөөн тооны ирмэг 
агуулсан гинж буюу усыг юүлэхэд аль болох бага ху- 
гацаа зарцуулах утгаар „хамгийн сайн“ шийдийг олох 
асуудал тавьж болно. Ер нь ямар нэг О оройгоос 
эхэлж өгөгдсөн Т оройд олон янзын замаар хүрч болох 
кг О оройгоос дурдсан аргаар явж хүрч болдоггүй 
-т-иШ И оройнууд ч байна. Манай жишээн дээр V (1, 1), 
П 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2) 

ОООЙНУУД нь Х ҮР Ч болдоггүй тийм оройнууд юм. 

^ ӨөР өө Р хэлбэл усны бололцоот бүх хуваарилалтанд 
анх харгалзуулсан 24 оройны 8 нь огт үл хүрч орой 
болох ба зөвхөн 16 орой нь л бодлогод тавьсан зорил- 
год хүргэнэ гэж хэлж болно. 

БоДЛОГЫН бодолтод хийгдэх бүх юүлэлтүүдийг (хөр- 
л эн) буцаан хийж болох учраас энэ бодлогын бодолт 
нь чиглэлийн графын аргыг хэрэглэхийн тийм ч сайн 
тайлбар болж чадахгүй гэж дурдъя. Хэрэв бид өөр 
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хуваарилалтаас жишээлэхэД В ба С савнууд нэг нэг 
литр устай байсан үеэс эхэлсэн өөрөөр хэлбэл (1,1) 
оройгоос эхэлсэн бол бүх ирмэгүүд нь (1,1) оройгоос 
гарна гэдгийг мөп сануулъя. 

Д а с г а л 

1. Юүлэлтийг давтан хийлээ ч гэсэн 6/-ийн нэг хуваа- 
рилалтаас нөгөөд хэзээ ч шилжиж чадахгүй гэдгийг 
үзүүл. 

2. 74 дүгээр зураг дээр С олонлогийн цэгүүдийг дүр- 
сэл. Тэдгээрийн байрлал юу заах вэ? 

3. Савиуудын багтаамж өмнөхөөс ялгаатай жишээлэхэд 
А — 12 , В =7, С — 4 байх үед дээрх бодлогыг бод. 


2 §.Тоглоомын онол 

Бодлого бодохдоо хүн уул бодлогонд агуулагдсан 
бэрхшээлтэй тулгардаг бол хүн тоглоом тоглохдоо өөр 
хүний эсрэг тоглодог. Математикийн зугаатай бодло- 
гын салбарт бид ийнхүү шилжсэн тул тоглоомын оно- 
лын талаар зарим нэг ерөнхий тайлбарыг өгье. Сүүлийн 
жилүүдэд хоёр оролцогчидтой тоглоомын онол нь ма- 
тематикийн судалгааны чухал салбар болж ирлээ. Хэ- 
рэглээний шинж чацартай олон бодлогуудад энэ онолыг 
хэрэглэж байна. Жишээлбэл тоглоомын онолыг эдийн 
засаг, техникт нарийн төвөгтэй зорилгыг эдийн засгийп 
хувьд хамгийп хямд юмуу үр ашигтай гүйцэтгэх арга 
замыг эрж олохтой холбогдсон гсуудалд хэрэглэж 
байна. 

Бид энд тоглоомын ерөнхий онолыг судлахгүй. Нүүд- 
лүүд нь тохиолдлоос хамаардаггүй харин тоглож буй 
хүмүүсийн хүсэл зоригоос хамаардаг тийм тоглоомуу- 
дын стратегийг тодорхойлоход чиглэлт графыг яаж 
ашиглаж болохыг бид үзүүлье. Тийм тоглоомуудын 
төгс сайн жишээ нь шатар, даам болж чадахаас гадна 
мөн тэг ба чагт гэдэг энгийн тоглоом ч ийм тоглоо- 
мын тоонд орно. 

Бид иймэрхүү тоглоомуудад ямар нэгэн байрлалуу- 
дад нь оройнуудыг, нэг байрлалаас нөгөөд шилжих шил- 
жилтүүд ньчиглэлт ирмэгүүдийг харгалзуулна. Байрлал 
нэг бүрд Л* ба хоёр тоглогчийн хэн нь нүух эрх- 
тэй вэ? гэдгийг мөн бид мэдэж байх ёстой. Ийм учраас 
бүх байрлалуудыг жишээлэхэд Л,ба Л 2 гэсэн хоёр бүлэгт 
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хупплж нүүлэл бүрийг Л,-ээс А 2 -л очсон юмуу эсвэл 
Л Г 0 ()С Л|-Л очсон чи глэлт ирмэгээр дүрслэх нь зохистой 
1 <>м. 1 1эгэп нжил байрлал Л, ба Л 2 -ын хоёуланд нь нэгэи 
зэрэг ч харгалзаж болох юм. 

Тэгнэл тоглоом нь А\ тоглогч ямар нзг чиглэлт ир- 
мэгийн дагуу нүүдэл хийж олонлогийп шпнэ байр- 
лзлд очиход харни Л 2 нь Л,-рүү буцна. 

Үүпийг бид ганц хүүтэй бөгөөд тэр хүү нь хоёр 
олонлогийн хооронд чиглэлт ирмэгүүдээр наашаа цаа- 
шаа хөдөлдөг тийм тоглоом гэж үзэж болно. Тоглогч 
бүр байрлал бүрд чухам ямар нүүдэл хийх хүсэлтэйгээ 
мэдэж байх нь мэдээж. Ийм учраас тоглогч бүр ямар 
нэг дэвтэрт өөрийнхөө стратегийг биччихсэн өөрөөр хэлбэл 
өгөгдсөн нөхцөлүүдэд чухам ямар нүүдлийг сонгон 
авахаа заачихсан байж гэж санаад бид тоглогчдоос ч ор 
татгалзаж болио. Иймд хэрэв тоглоомын граф нь мэ- 
дэгдсэнөөрөөр хэлбэл тоглогчдын стратеги ба нүүдлүүд 
нь мэдэгдэж л байвал тоглоом нь бүрэн тодорхой болно. 

А* хожихын тулд ямар пэг эхний байрлалаас, Л 2 * 
тоглогчийн тоглолтоор заримдаа тодорхойлогдсон чиг- 
лэлт гинжээр явж А 2 олонлогий1г Ва^ хожлын байрлалд 
хүрэх ёстой. Үүнгэн адишр А * хо-кчхьы тулд түүннй 
сүүлийн нүүдэл нь А\ 0ЛУЛ10 'ИЙЧ Ва-, хожльы байрлглд 
хүргэх шилжилт байх ёстой. Доорх хоёр тохиолдлын 
нэгэнд нь тэнцээ гарч болно. Нэг талаас А \- д юм уу 
эсвэл Л 2 олонлог т гапц чирмэг гараагүй тийм төгсгөлийн 
байрлалууд байж болно. Ийм байрлалуудыг тэнцээний 
байрлалууд гэж нэрлэж болно. Шатарт тийм байрла- 
лыг „жигд 1 * гэж нэрлэдэг. Тэнцээний нөгөөмаяг нь тог- 
лоом „төгсгөлгүй үргэлжлэх" явдал юм. Энэ байдлыг 
зайлуулахын тулд ихэвчлэн зарим нэг нүүдлүүдийг дав- 
тан нүүхэд тоглоом дуусна гэсэн дүрэмтэй байх шаард- 
лагатай юм. Шатрын нэгэн ижил нүүдлийг дараалан 3 
удаа давтан нүүвэл л тэнцээ болов гэж тоолдог ба 50 
нүүдлийн туршид ямар ч бод автагдахгүй юмуу эсвэл 
ямар нэг хүү нүүдэл сэлгэхгүй бол тэнц.ээ боллоо гэж 
үзэх дүгэм байД1ийг сануулъя. 

Одоо бид тоглоомын дүр зургий: тодорхой хзрж 
чадах боллоо. Ямэр нөхцөлүүдэд зохих ёсоорто.-лоход 
А\ (эсвэл А 2 ) заавзл хожих вэ гэсэн нэг чухал асуу- 
дал л үлдлээ. Энэ асуултад графын тусламжтайгазр 
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хариулж болно. Үүнийг тодорхой харах хамгийн сайн 
арга нь А\ -ийн хожлын төгсгөлийн байрлалуудаас бу- 
цаж явах явдал юм. Энэ байрлалууд нь Л* 2 -ийп хожигд- 
лып байрлалууд учрагс тийм бүх байрлалуудыг /7 0 (А,) 
гэж тэмдэглэе. /7 0 (А 2 )-д хүргэдэг ирмэг буюу нүүд- 
лүүдтэй тийм байрлалууд А, олонлог дотор бий. А* 
пь тийм байрл тлуудаас нэг нүүдэл хийж хожно. Энэ 
олонлогийг В\(А |) гэж бид тэмдэглэз. Нэг бол /7 0 (А 2 ) 
олонлогт хамаардзг юмуу эсвэл тэдгээрээс /^(АЦ-д 
зөвхөн шилжиж болдог тийм байрлалуудыг П\(А 2 ) гэж 
тэмдэглэе. Хэрэв А 2 тоглогч тийм байрлалд очсон бол 
тэр нэг бол хожигдчихсон байна, эсвэл нэг нүүдлийн 
эцэст хожигдолд заавал хүрпэ. Ийм учраас бид энэ их 
П\(А 2 ) (75 дугаар зураг) олонлогийг А 2 -ийн хожигд- 
лын байрлалуудын олонлог гэж үзэж болно. 



А 2 -ийн хожигдлын байрлалуудын олонлогийг өргөт- 
гөх энэ процессийг цааш үргэлжлүүлж болно. Тэгвэл 
П\(А 2 )- д хүргэдэг ирмэгүүдтэй А,-ийн оройнуудын ямар 
пэг В 2 (А\) сэ ВЦА,) 1 олонлог гарна. Тийм байрлалуу- 

даас А\ ихдээ л хоёр нүүдлийн эцэст хожно. Цаашилбал 
бүх ирмэгүүд нь В г (А\)- д очдог, А 2 .чь ихдээ хоёр нүүд- 

15. тэмдэг: агуулагдана буюу давхцана гэсэн утгатай, 

6—144 
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лиМи чцэс.т хожиглдог тийм байрлалуудын П 2 (Л 2 ) олон- 
лог гп| ня. Эиэ сэтгэл гээг давтан хэрэглэвэл А\ нь В к (Л 2 ) 
олонлогт орсон байрлалд хүрсэп үед тэр к нүүдлийн 
эцэст хожиж чаддаг юмуу түүнээс өмнө хождог тийм 1 
банрлалуудаас тогтсон олонлогуудын 1 

В { (Д)сВ 2 (^)с • • • 

П 0 {А 2 ) с/7, (Л 2 )сс • ■ • 

гэсэн А\ ба А 2 олонлогуудад харгалзсан хоёр дараа- : 
лалд хүрнэ. Иймд хэрэв Агийн эхний байрлал нь В К 
( 1 ) олонлогт хамарч байвзл А[ иь ямагт хожиж болох ; 
ба хэрэв энэ нь тийм биш бол Л|-г энэ байрлалд хүрц 
ирэхийг иь А\ саатуулахыг хичээх ёстой. Л 2 -ийн хожилт ; 
байрлалуудыг мөн ийм маягаар олж олох ба харин бусад | 
бүх тохиолдлуудад тО|'лоомыг ямагт тэнцээнд хүргэж | 
болно. •у I 

Графын онолтой бага хэмжээгээр дөнгөж танилцан ; 
тоглоомын бүх байрлалыг тунгаан шинжлэх боломжтой ! 
болж байгаагаараа энэ сэтгэлгээ нь зарчмын хувьд гоё , 
юм. Хэрэв үүнийг практик дээр ямагт хэрэгжүүлж бол- ] 
догсон бол тоглогч бүр ямар нүүдэл нь муу, ямар нүү- \ 
дэл нь сайн гэдгийг ямагт мэдэх болж хоёр хүнтогло-] 
дог тийм тоглоомууд хэтэрхий илт зүйл болж хувирах- 
сан билээ. Жишээлбэл бидний дуртай тоглоом болох 
шатар тийм гунигт байдалд хүрдэггүй нь л завшаантай| 
хэрэг юм. Элдэв байрлэлын тоо маш их учраас оюун! 
ухаан их зарж тоглодог тоглоом гэж нэрд гарсан шат-1 
рын нэр хүндийг манай хамгийн их чадалтай тооцонбо-| 
дох машинууд ч упагааж чадахгүй байх. Цагаанаар тог- 
лох нь тоглогчид ямар нэг хэмжээний ашигтай байдгийг 
томоохон тэмцээний туршлагаар харуулж байгаа боловч 
суут ер бишийн тоглогч цагаанаар тоглон ямагт хожилд 
хүрч болох уу? өөрөөр хэлбэл цагааны байрлал нь хож^ 
лын байрлалд багтах уу? гэсэн асуулт хэдийд ч шийд-! 
вэрлэгдэхгүй үлдэх байх. ! 

Эцэст нь жишээ болгож хоёр хялбар тоглоомыг ав^ 
үзье. Нэгдүгээр нь доорх тоглоом юм. Ширээн дээр 
бөөн чүдэнз байжээ. А\ ба Л 2 тоглогчнд ээлж ээлжээр 
хэд хэдэн чүдэнзийг эндээс авна. Тэгэхдээ жишээлэхэд 
нэг удаа авахад 1-ээс бхүртэл тооны чүдэнз авчболдог юм 
гэж үзье. Хэн сүүлийн чүдэнзийг авна тэр хүн хожнс\ 
А) тоглогч нь 1,2, 3,4 юмуу 5 чүдэнз үлдсэн үед л В х (Л^) 
байрлалуудаас хожлын 0 байрлалд хүрч чадна. 6. чүдэнэ 



үлдэх ганц тохиолдолд л А 2 нь өөрийн эрхгүй В\ (Л^-д 
орж ирнэ. 7,8,9,10 юмуу 11 чүдэнз үлдэх тохиолдлуудад 
л А\ тоглогч энэхүү 6-гийнтоонд хүрч чадна. Ийм учраас 
В 2 {А\) олоилог пь 6-гаас бусад бух 1-ээс 11 хүртэлх тоо- 
пуудаас харин П 2 (А 2 ) олоплог пь 0,6,12 тоонуудаас тог- 
топо. Энэ маягаар үргэлжлүүлэн сэтгэвэл чүдэнзний тоо 
ньб-д хуваагдахгүй тийм бүх байдлуудад А] хожиж болох 
нь харагдана. Иймээс тэр нүүдэл бүрийнхээ эцэст л 6-д 
хуваагддаг тооны чүдэнз үлдээх хэрэгтэй байна. Хэрэв 
анх байсан чүдэнз нь 6-д хуваагддаг ба хэрэв А I нь 
эхэлж нүүсэн бол А 2 яг ийм маягаар ямагт хожиж болно. 

Манай хоёрдугаар жишээ нь «ним» гэдэг хятадын 
эртний тоглоом юм. Энэ нь хялбар байдлаараа дараахь 
байдалтай байна. Ширээн дээр гурван хэсэг хүүнүүд бай- 
на. Нүүдэл нэг бүр нь тоглогч аль нэг хэсгийг сонгон 
түүнээс доор хаяж нэг хүүг авах явдал юм. Тэгэхдээ 
тэрхүү хэсгийг бөөнөөр нь авч болохыг зөвшөөрнө. Энд 
бас хэн сүүлийн хүүг авна, тэр хүн хожно. Бид энд зөв- 
хөн хожлын бүх байрлалуудыг нь л тоймлоё. Дашрамд 
энэ нь тоог хоёртын тооллын системд бичих дасгал бол- 
но. Бүхэл тоог хоёртын зэргүүдээр задлахыг та бүхэн 
лав мэдэх байх. Тийм задаргааны эхний хэд нь гэвэл: 

1 =( 1 ) 

2— (1 ,0)=1 -2+0 
3=(1,1 )=1 -2 + 1 
4=(1,0,0)=Ь2УЧ)-^-|-0 
5=(1,0,1 )=1 ‘2 2 -Ь 0-2 + 1 
6=(1,1,0)=1-2 г +1-2- Ь 0 
7=( 1,1,1 ) = 1 •2 2 Ч-1 -2 + 1 
8=(1, 0,0, 0)=1.2 3 + 0-2 2 -1-0. 2 + 0 
9=(1,0,0,1) = 1.2 3 Н-0-2 2 +0.2 + 1 
1 0=( 1 ,0,1 ,0)=1 •2 3 +0.2 2 + 1 -2+0 

Эдгээр хоёртын тоонуудын «оронгоор нэмэх» гэж нэр- 
лэдэг үйлдэл нь нилээд өвөрмөц үйлдэл юм. Энэ үйлд- 
лийг яаж гүйцэтгэдгийг үзүүлэхийн тулд хоёр жишээ 
авч үзье. 

10 11 1111 

3 0 1 110 

110 II 

11 0 0 10 10 
0 10 0 
Ь* 
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Эпэ нэмэх үйлдлийг срийн нэмэх шиг баганаар гүйцэт- 
гэх болонч харгалзах баганын 1-ийп тоо нь тэгш бол 
нийлбэрнйг 0-той тэпцүү, сондгой бол 1-тэй тэнцүү гэж 
тоолно. Эндээс үзвэл энэ нэмэх нь хоёртын тооллын. 
системийн ерийн нэмэх үйлдлээс ялгаатай байна. 

Одоо «ним» тоглоомоо дахин авч үзье. Байрлал бү- 
рийн хувьд гурван хэсэгт байгаа хүүнүүдийн тоог орон- 
гоор нэмсэн нийлбэрийг олъё. Хэрэв энэ тоонууд нь 
жишээлэхэд 13,12,7 юмуу 14,11,5-тай тэнцүү байхад хар- 
галзса;! нийлбэрүүд нь 

110 1 1110 

110 0 10 11 

111 10 1 

0 1 1 0 0 0 0 0 

хэлбэртэй байна. Оронгоор нэмсэн нийлбэр нь хоёрду" 
гаар жишээн дээрх шиг дан тэгээс тогтсон тийм байр- 
лалыг тэг байрлал, харин бусад бүх байрлалуудыг 
регуляр байрлалууд гэж нэрлэе. А\ нь тэг байрла- 
луудад хожигдох ба харин бүх регуляр байрлалууд хо- 
жино. Үүнийг хялбараар баталж болио. Хэрэв А[ регуляр 
байрлалд оршиж байвал Л 2 тэг байрлалд орохоор хэд 
хэдэн хүүг тэр авч чадна. Үүний тулд нийлбэрийн эхний 
нэг байгаа, тэр багананд пэгтэй тийм тооиы хүү бүхий 
хэсгийг сонгон авч эпэ хэсгээс хэд хэдэн хүүг шинэ 
(оронгоор нэмсэн) нийлбэр нь тэгтэй тэнцэхээр авч бол- 
но. Жишээлбэл мапай нэгдүгээр жишээн дээр 13=(1, 
1,0,1) хүүтэй хэсгийг соигож үүнээс 2 хүүг авч 11 = 
= (1,0, 1,1) хүүтэй болгож болно. Энэ тухайн тохиол- 
долд бусад хоёр хэсэг бүрээс хэд хэдэн хүү авч 12 гэ- 
сэн тоог 10=( 1 ,0,1,0)-аар юмуу 7-г 1 =(0,0,1 )-ээр сольж 
болно. 

Хэрэв Л) нь Лг-ийг тэг байрлалд оруулбал Л 2 юу 
хийлээ ч гэсэн Л)-г тэр дахин тохирох байрлалд эргүүлж 
оруулна. Үнэндээ Л 2 хэдэн хүүг авсан ч гурван тооны 
аль нэгний нь ядаж нэг цифрийг өөрчилнө. Ийм учраас 
оронгоор нэмсэннийлбэрийн харгалзсан цифр өөрчлөгдөиө. 
Хэрэв Л 1 нь Л 2 -г бүх хэсгүүдэд хоосон болох хамгийн 
бага тэг байрлалд оруулбал тоглоом төгсөнө. Энэ тог- 
лоом нэгдүгээр жишээнд авч үзсэн тоглоомтой аль нэг 
талаар төсөэтэй нь харагдаж байна. 
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Энд хэрэглэсэн аргыг гурваас илүү хэсэг бүхий то- 
хиолдолд хэрэглэж болох нь илэрхий. «Ним» тоглоомыг 
авч үзэхдээ бид хоосон байрлалаас эхлэн гэдрэг явж 
хожлын бүх байрлалуудыг тодорхойлоогүй гэдгийг тэм- 
дэглэе. Ингэж хийж болох байсан нь мэдээж бөгөөд энэ 
нь бас л өмнөх дүгнэлтэд хүргэх байсан билээ. Гэвч мэ- 
дэгдэж байгаа шийдүүдийг ашиглан өмнөх үр дүпгийн 
үнэн зөвийг шалгах иь хялбар юм. 

Д а с г а л 

1. Өөрийнхөө нэг найзтай „ним“ тоглоомоор тогло. 

2. „ним“ тоглвомын хожлын ба хожигдлын В^А^), В 2 {А Х ) 
Я,(Л 2 ), Я 2 (Л 2 ) олонлогуудыг тодорхойл. 

3. Дараахь тоглоомыг авч үз. Хоёр бөөн чүдэизнээс тог- 
логчид иэг хэсгэзс ьь нэгийг юмуу ЭСВЭЛ ХЭСЭГ тус бүрээс 
нэг нэгийг авка. Хэн хамгийн сүүлийн чүдэнз авна тэр хүи 
хожко. 

В^А^), Д 2 (Д]) П ](Л 2 ), Я 2 (Л 2 )- олонлогуудыг ол. Хожлын байр- 
лалуудыг тодорхойлох ерөихий дүрмийг та нар зааж ча- 
дах уу. 

3§. Спортын тоймчнйн гаж буруу санал 

Хөл бөмбөгийн тоглолтын үе дууссаны дараа тог- 
,'юлтын үед болсон хэрэг явдал тоглогчид ба багуудын 
омцлогийн тухай дахин дахин хуучиртал пь шүүн ярилц- 
даг, хамгийн хүчтэй баг нь үнэн хэрэг дээрээ «гараа өргө» 
(Г) гэдэг гойд сайч баг биш харин «биднийг өрөвд» ( Б ) 
гэдэг спортын гунигт баг байсаи юм гэж өөрийн уншигч- 
дадТитгүүлэхийг хүссэп арга мэхтэй сэтгүүлч бас бай- 
даг^л юм. Үүнийгээ ->батлахын тулд Б нь Л-г хожсон, 
А нь В - г хожсон гэх мэтээр тоглолтуудьм дарааллыг 
Г хамгийи эцэст нь орсон байх хүртэл нь дурдах юм. 
Ямар нөхцөлд тийм чиглэлт эпгийн гннжийг үнэндээ олж 
болохыг харахын тулд 

А\ А 2 , . : . , А„ (1 ) 

гэсэн п баг юмуу тоглогчид нэг бүр нь бусад үлдсэн- 
тэйгээ тоглосон тохиолдлыг авч үзье. Хялбарыг бодож 
эдгээр тоглолтын аль нь ч тэнцээгээр дуусаагүй юм 
гэж үзье. Тэгвэл энэ тохиолдолд харгалзах граф нь бү- 
рэп граф (1 бүлэг, 2§-ийг үз), өөрөөр хэлбэл, түүний 
аль ч хоёр орой нь хоорондоо ямар пэг чиглэлт ирмэ- 
гээр холбогдсон граф байна. Манай эхний дүгнэлт нь 
доорх зүйл боано , 
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Теорем 1. Чиглэлт бү рэн графад түүний бүх 
оройг дайря гарсан чиглэлт энгийн гинж ямагт 
олдоно. 

Баталгаа. Хэрэв (1) оройнуудын зөвхөн зарим нэ- 
|'үүдийг дайрсан чиглэлт энгийн 

(Л^Л^), (Л2Л3), • • • > (Л*_ ь А-к ) ( 2 ) 

гинж байвал түүнээс нэг оройгоор илүү энгийн чиглэлт 
гинжийг ямагт олж болчо гэж харуулбал хүрэлцээтэй. 
Иймд Р-д дурын А к .1.1 оройг нэмэн Л ж+ 1 оройг Я-ийн 
оройнуудтай холбосон ирмэгүүдийн элдэв бололцоот чиг- 
лэлүүдийг авч үзье. 

Хэрэв А к -аас Л к+ 1 тийш явсан ирмэг байвал Р - ийг 
Л л+ 1 хүртэл шууд үргэлжлүүлж болно. Ийм учраас 
(Л л+Ь А к ) ирмэг нь Л л+ 1-ээс чиглэсэн (76 дугаар зу- 
раг) юм гэж авч үзье. Дс + -ийг Л л _ ь Л«_ 2, • • • , Л г тэй 
холбосон ирмэгүүдийг дараалан сопирхъё. 



Эдгээрийн ядаж нэг нь Л я+ 1 руу чиглэсэн ба (Л Ил--и) 
НЬ (Л« + 1, Л«_ 1, (Л/с + 1), Л(„ 2,) • • • , (Л/С + 1, Л ; + 1 ) (Л^ Л/с + Ь 
дарааллыя эхний тийм ирмэг нь байна гэж үзье. Тэгвэл 

( Л / , Л« + 1), (Л/с + 1, Л; +1 ) ( 3 ) 

гэсэн зэрэгцээ хос ирмэгүүдийг авахад нэгдүгээр нь 
Л/-ЭЭС Л/с + 1 руу харин хоёрдугаар нь Л„ +Г ээс А [+1 рүү 
чиглэсэн байна. Энэ нь 

Л], • • • , Л ь Л с (-1, Л /+1 , . . . , Л/с 

чиглэлт ЭИГМЙН ГИ1ГЖИЙГ өгнө. 
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Бүх ирмэгүүд НЬ Л к+ 1 -ЭЭС Р рүү чиглэсэн байх то- 
хиолдлыг авч үзэх л үлдлээ. Энэ тохиолдолд эгэл гин- 
ЖИЙГ (А к +\, Л^) ирмэгээр эхэлж түүнийг Р-гээр үргэлж- 
лүүлж болно. Энэ нь гинжийн эхний оройг өөрчлөх шаард- 
лагатай ганц тохиолдол юм гэдгийг тэмдэглэе. 

Тэмцээн дууссаны дараа эсрэг тоглогчдыг ялагчдын 
чиглэлт гинжид ямагт байрлуулж болдгийг энэ үр дүн 
харуулж байна. Спортын тоймчийн гаж буруу саналын 
тухай бидний ярьсан зүйлийг энэ теорем бүрэн төгс 
тайлбарлаж чадахгүй юм. Ямар нэг бэхлэгдсэн А\ орой 
авч түүнээс эхлэн бусад бүх оройг дайрсан чиглэлт 
гинж татахыг тэнд шаардсан билээ. Р гинжийг үргэлж- 
лүүлэхдээ зарим үед түүний эхний оройг солих шаард- 
лага бидэнд тохиолдсон байж 
болохоор өмнөх баталгаанаас 
дээрх гинжийг байгуулж 
болно гэдгийг мөрдөн гарах- 
гүй юм. Үнэндээ тийм гин- 
жийг тэр болгои байгуулж 
болдог гүй. Жишээлбэл Л 1 нь 
«цохигдсон» баг өөрөөр хэл- 
бэл ТЭМЦЭЭНИЙ бүх ТОГЛОЛ-<ц 
тод хожигдсонбол ТИЙМ гинж 
байхгүй нь илт юм. 

Зөвхөн өөр хоорондоо өр- 
сөлдсөн, энэ бүлгийн аль ч 
баг нь энэ бүлэгт ороогүй эсрэг 
чадаагүй багууд буюу «цохигдсон бүлэг» 0-д А\ баг 
орж байх ерөнхий тохиолдолд Л г ээс тийм гинжийг бай- 
гуулж чадаагүй. Харгалзах граф (77 дугаар зураг) 
дээр зөвхөн 0 руу чиглэсэн ирмэгүүд байх ба харин ганц 
ирмэг 0-оос чиглээгүй байна. Гэвч дараахь теорем хү- 
чинтэй. 



тоглогчийгоо хожиж 


Теорем 2 • Хэрэв А\ нь аль ч « цохигдсон бү* 
лэг»-т ороогүй бол А\-ээс эхэлсэн бөгөөд графын 
бүх оройг дайрсан чиглэлт гинж ямагт олдоно. 

Баталгаа. Бид (2)-той адилаар энгийн Р гинжийг 
Л г ээс эхлэн байгуулж түүнийг боломжийн хирээр аль 
болох хол үргэлжлүүлье. Я-гээс чиглэлт ирмэг ирсэн 
дурын Л л +1 орой ХүртЭЛ НЬ Р ГИНЖИЙГ :ТүүнИЙ ЭХНИЙ А\ 
оройг өөрчлөхгүйгээр үргэлжлүүлж болох НЬ теорем1-ийн 
бзталгаанаас харагдаж бэйна. Ингэхлээр Р гинжийг үр- 
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1ЯЛ>1Мүү./1Ж ГолохцЙ тохиолдолд түүикй ороймууд иь 
<(Цохп 1 дсои ПүлЭ 1 )> үүсгэнэ. Иө| өө т;'лп;:|) мөхцөл ёсоор 
/1| нм;ф ч тийм Пүлэгг хамаарах|үй тул Р гинж нь гра- 
фым бүх орой[- дайрч гарах ёстой болмо. Үнэмдээ дараахь 
дүгнэлт мөм хүчинтэй байна. 

Теорем III. иЦохигдсон бүлгүүдъ агуулаагүй 
чиглэлт бүрэн графад түүний бүх оройг дайрч 
гарсан чиглэлт цикл байна. 

Баталгаа. Хэрэв Р нь графым бүх оройг дайрсан 
энгийн гинж ба А п мь түүний төгсгөлийн цэг бол нэгэнт 
А п мь «цохигдсом баг» биш учраас Л„-оос гарсан ирмэ- 
гүүд ямагт байна. 

Ди 



Тийм (А п , АЦ ирмэг нь Р дээрх ямар пэг А ( оройд 
очих учир энэ нь чиглэлт ямар мэг циклийг үүсгэнэ (78 
дугаар зураг). 

Тийм чиглэлт 

С = А^), • . • (Л*—!, А К} ), (А к< Л]) 

цикл мь графын бүх оройг агуулаагүй ба; Л«+г нь С ба 
Ллцл-ийн хооронд хоёр чиглэлд нь ирмэг байдаг тийм 
орой юм гэж саная.^Тэгвэл 79 дүгээр зураг дээрх шиг 
Л Я _|_1-ИЙГ С-тэй холбосон бөгөөд эсрэг чиглэсэн зэрэгцээ 
ирмэгүүд ОЛДОНО. Энэ ТОХИОЛДОЛД (Л ь А[ + х) ирмэгийг 
(Л ь Л к _|_]) (Л л+ 1 , Л ; + 1 )-ирмэгүүдээр сольж С-г өргөтгөж 
болно (79 дүгээр зураг). 

С-д хамаарагдахгүй оройнууд нь бүх ирмэг нь С-рүү 
чйглэсэн М оройиууд ба бүх ирмэгүүд нь С-гээс чиглэ- 
сэц N оройнууд гэсэн хоёр ангид хуваагдсан тохиолд- 
лыг авч үзэх үлдлээ. Тэгэхдээ энэ хоёр төрлийн оройнууд 
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н эг зэрэг оршии байх ёстой юм- Учир мь хэрэв М орой- 
н ууд байхгүй бол N оройнуудын {УУ} олонлог пь «цо- 
хигдсон бүлэг» үүсгэх ба харин хэрэв N оройнууд байх- 
гүй бол С-гийн оройнууд тиймбүлгийг үүсгэнэ (80 ду- 
гаар зураг). 



{М} олонлогийн оройнууд нь {/У}-ийн оройнуудтай 
ирмэгүүдээрээ холбогдоно. 'Годорхой хэлбэл {Д/} олон- 
логийн ямар нэг N 2 оройгоос {М} олонлогийн ямар нэг 
М\ орой руу чиглэсэн {IV], М\) ирмэг ядаж нэг олдох 
ёстой болно. Учир нь ийм байхгүй юм гэж үзвэл {/V} нь 
«цохигдсон бүлэг» болоход хүрнэ. Харин тэгвэл (Л г Л ;+1 ) 
ирмэгийг (Л/, гУь), {IV ь М 2 ), {М г , А и \) гурван ирмэгээр 
сольж С-г бас л өргөтгөж болно. Иймд С-д графын 
бүх орой орж нртэл нь түүнийг алхам алхмаар өргөтгөж 
болно. 


Д а с г а л 

1. Шатрын ямар пэг тойрог тэмцээьий дүггийн хүснэг- 
тийг авч үзэж түүнд харгалзсан графын бүх оройг дайрсан 
чиглэлт эгэл гинжийг ол. Ямар нэг „цохигдсон бүлэг" байна 
уу, үгүй юу ГЭДГИЙГ ТОГТОО. ХэрЭВ тийм бүлэг байхгүй бол 
графын бүх оройг дайрсан чиглэлт циклийг олохыг хичээ. 

2. Тэнцээнүүд байж болмоо гэж үзвэл өмнөх дүгнэлтүүд 
яаж өөрчлөгдөх вэ? 


VII БҮЛЭГ 


ХАРЬЦАА 


1§. Харьцаа ба граф 

Бид энэ хүртэл графыг өдөр тутмын амьдралд тсг 
хиолддог болон ухаан сорих 1 бодлогууд ба тоглоомуу- 
дад хэрэглэх тухай буюу графын «практик» хэрэглээний 
талаар авч үзлээ. Бид энд материалыг нийтийн мэддэг 
хялбар ойлголтуудтай холбоотой байхаар эмхтгэн цуг- 
луулсан билээ. Энэ бүлэгт граф нь математикийн зарим 
нэг үндсэн ойлголтуудтай иягт холбоотой ба чухамдаа 
тэр нь энэ ойаголтуудыг тоймлох өөр нэг арга юм гэд- 
гийг үзүүлэхийг хичээе. 

Математикийн систем бүхэн ямарчээг объектууд буюу 
элементүүдийн олонлогтой холбогддог. Жишээлбэл тийм 
элементүүд нь ямар нэг байдлаар ерөнхий чанартай тоо- 
нууд байж болно. Тухайлахад бид (эерэг бүхэл) нату- 
рал, эерэг, рациоиаль, бодит комплекс тоонуудын олон- 
логуудыг авч , үзэж болно. Алгебрт бид нэмж, хасаж, 
үржүүлэх мэтчлэн үйлдэл хийж болдо;- элементүүдтэй 
тохиолддог. Геометрт тодорхой цэгүүдийн олонлог 
юмуу шулуун, тойрог, хавтгай гэх мэт онцгой дүрсийн 
цэгүүдийн олонлогуудыг авч үздэг. Логикт янз бүрийн 
хэллэгүүдийн чанаруудыг судалдаг. 

Математикийн онолыг байгуулахад бидэнд эдгээр эле- 
ментүүд хэрэгтэй төдийгүй мөн тэдний хоорондын харь- 
цаа хэрэгтэй болдог. Зарим нэг жишээ дурдъя: Тоо- 
нуудын хувьд тэнцэл гэдэг ойлголт: а=Ь утга учиртай 
байдаг. Хэрэв а ба Ь тоонууд ялгаатай бол а^Ь гэж 
бид бичдэг. а>Ь бичлэг нь а нь 6-гээс их, эсвэл а-нь 
Ь - тэй тэнцүү гэсэн үг юм. Хэрэв а ба Ь нь бүхэл тоо- 
нууд ба а нь Ь-ц, хувэагдвэл (бүхэл) а'Ь гэж бичнэ. 
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Геометрт хоёр дүрс, жишээлбэл, хоёр гурвалжин хоо- 
рондоо тэнцүү 1 (энэ харьцааг А=В гэж бичдэг) юмуу 
нэг дүрс нь ( В ) нөгөөг ( А ) дотроо агуулсан энэ то- 
хиолдолд АаВ гэж бичдэг. Хоёр шулуун нь параллель 
(Л || В) юмуу харилцан перпендикуляр (тэгш өнцгөөр 
огтлолцсон, А\_В) байж болно. Логикт нэг хэллэг юмуу 
өгүүлбэр нь нөгөөгөөс мөрдөн гарч (Л=ф/?) болно. Олон- 
логийн онолд а элемент ба олонлог 5-ийн хоорондын 
харьцаа а^8 нь элемент а олонлог 5-д харьяалагдана 
(хамаарна) гэдгийг тэмдэглэнэ. 

Эдгээр бүх харьцаанууд нь хоёр объектод холбогдох 
учраас эдгээрийг ихэвчлэн бинар харьцаа гэж нэрлэх 
боловч харьцаа гэж товчлон ярьдаг. Өөр маягийн харь- 
цаанууд ч тохиолдоно. Жишээлбэл: гурван объектод 
холбогдох харьцааг гурвалсан харьцаа гэж нэрлэнэ. А 
цэг нь В ба С цэгүүдийн хооронд оршино гэсэн харьцаа нь 
ийм харьцааны жишээ юм. 

Харьцаа гэдэг ойлголт математикт чухал учраас түүнд 
ерөнхий тодорхойлолт өгөх шаардлагзтай юм. Ерөнхий 
(бинар) харьцааг /? тэмдгээр тэмдэглэн 

а Я Ь ( 1 ) 

гэж бичээд Ь нь а-тайгаа Я харьцаанд оршиж байна гэж 
бид ярина. Энэ нь а бүрийн хувьд энэ харьцаагаар тодор- 
хойлогдсон ямар нэг тусгай Я а олонлогт Ь харьяалаг- 
дана гэсэн үг юм. Жишээлбэл а> Ь харьцаа нь а-гаас 
бага бүх тоонны олонлогт Ь харьяалагдана гэсэн үг юм. 
а ба Ь бүхэл тоонуудын хувьд а \ Ь харьцаа буюу а нь 
й-гийн хуваагч гэсэн харьцаа нь а-гийн бүхэл давталт 
болдог тийм бүх бүхэл тоонуудын олонлогт харьяалаг- 
дана гэсэн үг юм. Ингэхлээр (1) бичлэг а элементэд Я 
харьцаа харгалзуулж байгаа Я а олонлогт Ь харьяалаг- 
дана гэдгийг л илэрхийлж байгаа өөр нэг арга юм. 

Одоо графдаа эргэж оръё. Үнэндээ чиглэлт граф 0 
бүхэн өөрийнхөө оройнуудын олонлогт ямар нэг харьцааг 
тодорхойлно. 

Энэ харьцааг 

аСЬ (2) 

хэлбэртэй бичиж болно. Энэ нь С граф дээр а-гаас Ь руу 
очсон ирмэг байна гэсэн үг юм. Харгалззх /? а =С а олон- 
лог 0 графын а оройгоос нь ирмэгүүд очдог тийм бүх 

1 конгруэнт гэсэн үг (хэв.ред) 
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Энэ нь графын онолыг харьцааны онолын ямар нэг 
тусгай хэс'эг нь юм гэж үзэх бодлыг бидэнд төрүүлж 
болох юм. Үнэн хэрэг дээрээ энэ хоёр онол нь ямар нэг 
утгаараа адил чанартай юм. 5 олонлогийн а элемент бүрд 
ямар пэг олонлогийг харгалзуулдаг ямар нэг /? харь- 
цаа 5 олоилог дээр тодорхойлогдсон юм гэж саная: Тэг- 
вэл а оройгоос /? я -ийн орой бүрд ирмэг татаж /? харь- 

цааны 0 графыг байгуулж 
болно (81 дүгээр зураг). 
Иймд харьцааны онол ба 
графын онол нь зөвхөн 
хандлагаараа л ялгагда- 
хаас биш харин агуулгаа- 
раа ялгаагүй юм. Тэгвэл 
математикт эдгээр оно- 
лыг яагаад тус тусаднь 
авч үздэг юм бэ? 

Аналитик геометрт шулуун шугам гэж ярьдаг бай- 
хад мөн түүнийг алгебрт хоёр үл мэдэгдэхтэй тэгшит- 
гэл гэж үздэг шиг тийм дадал ба заншлаар энэ нь нэг 
талаас тайлбарлагдана. Нөгөө талаас чухамдаа энэ хоёр 
онол аргуудынхаа талаар бага зэрэг ялгаатай юм. Энэ 
пь харьцааны онол голчлон төгсгөлгүй /? а олонлогуудтай 
холбогддогт оршино. Энд бодит тооны олоплогийн аУЬ 
харьцааг жишээ болгон дурдаж болно. 

Харгалзах граф нь төгсгөлгүй олон оройтой, орой 
бүрд нь төгсгөлгүй олон ирмэг байх ёстой болно. Ийм 
графуудыг судлахад манай геометрийн зөн билэг нь би- 
дэнд бараг тус болохгүй. Бид графын онолын зарим 
асуудлыг урьд өмнө авч үзэхдээ графыг төгсгөлт тооны 
оройпууд ба тэднийг холбосон ирмэгүүдийн олонлог гэж 
ил тод дүрсэлж байсан нь байдлыг их л хөпгөвчилдөг 
байсан. Гэвч олон төрлийн харьцаануудын хувьд өмпөх 
сэтгэлгээнүүд нь үнэмшлээ алддаг төдййгүй заримдаа 
тэдгээр нь төгсгөлгүй олон орой ба ирмэгтэй графын 
хувьд буруу зүйлд ч хүргэдэг учир ямартай ч энд цоо 
шинэ баталгаануудыг гаргах шаардлагатай байдаг. 

Д а с г а л 

1. Дээр дурдса^ харьцаачуудаас ялгаатай ямар нэг 
харьцаануудын жишээ гарга. Ямар нэг ши [э жишэ э чүүдийг 
бие дааж зохиохыг оролд. 



81 дүгээр зураг 


2. 2, 3,4, 5,6 тоонуудын олондогуудын хувьд доорх харь- 
наа тус бүрийн графыг зурж Я х олонлогийг тодорхойл. Үүнд 

а) х > у, б) х ф у в) х/у 

2§. Тусгай нөхцөлүүд 

Ер шинэ санааиууд нь шинэ дүгнэлтэд хүргэдэг би- 
лээ. Графын ба харьцэаны онолуудын параллелизм 1 байд- 
лыг улам тодруулахын тулд бид графын онолд харьцаа- 
ны онолын зарим мэг үидсэн сонаануудыг оруулах хэрэг- 
тэй юм. 

Ямар нэг /? харьцаа өгсөн байг. Ямар иэг а элемент 
өөрөэ өөртэйгээ энэ харьцаанд оршиж байх явдал байж 
болно. а % а (3) 

Жишээлбэл А шулуун бүрийг өөрийг нь өөртэй 

нь параллель гэж тооцдог: А ЦЛ 1 ; а тоо бүхэн а>а нөхцөлд 
тохирдог гэх мэтчлэн. Бид өдий болтол графууд дээр 
ийм байдлуудыг тусгаагүй билээ. Энэ байдалд төгсгө- 
лийн цэгүүд нь давхацсан ( а,а ) ирмэг харгалзах ёстой. 
Тийм ирмэгийг гогцоо гэж нэрлэдэг (82 дугаар зураг). 

Дурын а-гийн хувьд (3) нөхцөл биелэгддэг /? харь- 
цааг рефлексив харьцаа гэж нэрлэдэг. Харгалзсан 
графын нь орой бүр гогцоотой байна. Дээр дурдсан 
параллелийн А'\В болон т оонуудып а>Ь харьцаанууд 
пь рефлексив харьцаануу- 
дын жишээ юм. Хэрэв (3) 
пөхцөл ганц ч элементийн 
хувьд биелэхгүй бол /? 
харьцааг эсрэг рефлек- 
сив харьцаа гэж нэрлэ- 
дэг. Харгалзах графын 
ганц ч оройд нь гогцоо 
байхгүй. Тийм харьцааны 
жишээ' нь шулуунуудын перпендикулярын А\_В харь- 
цаа юм. 

а В Ь байхад л Ь /?* а 

байна гэж тооцож /? харьцаа бүрд урвуу /?* харьцааг 
тодорхойлж болно. Жишээлбэл а!Ь харьцаа буюу а нь 


1 Хоёр онолын хоорондох параллелизм нь (зэрзгцзэ чана - 
рууд) гэдэг нь хоёулзнд нь биелэгддэг төсөвтэ I бу х оплголт бо- 
лоп чанаруудыг ойлгодог юм) (Ред. санамж) 
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//-гийп хуваагч гэс.эн харьцааны урвуу харьцаа Ь нь 
а-гнйи давталт Ь |* а гэсэн харьцаа юм. Заримдаа /?* харь- 
цааг тусгай тэмдгээр тэмдэглэдэг. Жишээлбэл а нь 
/>-т ээс их, а'>Ь харьцааны урвуу нь /><а буюу Ь нь а-гаас 
бага; а. ць А олонлогийн элемент а^ А харьцааны урвуу 
нь А иь а-г агуулна. А^а гэсэн харьцаа юм. 

Урвуу харьцааны тодорхойлолтоос үзвэл хэрэв Я харь- 
цаанд харгалзсан 0 граф дээр ( а,Ь ) ирмэг байвал /?* 
харьцаанд харгалзсан 0 * граф дээр ( Ь,а ) ирмэг байх 
ёстой байна. Өөрөөр хэлбэл 0* нь 0 графтай ижил ир- 
мэгүүдтэй боловч чиглэл нь эсрэг байна. Өөрөөр хэлбэл 
0* нь О-ийн урвуу граф юм. Зарим нэг а ба Ь хос эле- 
ментүүд нь зарим нэг Я харьцааны хувьд нэг зэрэг байж 
а Я Ь ба Ь Я а (4) 

болно. Харгалзсан граф дээр ( а,Ь ) ба ( Ь,а ) гэсэн эс- 
рэг чиглэсэн хоёр ирмэг бзйх ёстой. Хоёр чиглэлийн хө- 
дөлгөөнтэй гудамжийг дүрсэлдэг шигээр энэ хос ирмэгийг 
чиглэлгүй нэг ирмэгээр сольж болно. 

Зарим нэг харьцааны хувьд хоёр нөхцөлийн нэ- 
гээс нь нөгөө нь мөрдөн гардаг. Тийм харьцаа тэгш 
хэмт харьцаа гэж нэрлэдэг. Параллелийн харьцаа А\\В, 
перпендикулярын харьцаа А\_В болон тэнцлийн А=В 
харьцаанууд нь ийм харьцаанууд юм. Саяын хийсэн тайл- 
баруудын үндсэн дээр доорх дүгнэлтүүдийг хийж болно. 

Тэгш хэмпг харьцаанд яиглэлгүй ирмэгүүдтэй 
граф ха ргалзах ба урвууд чиглэлгүй ирмэгүүд- 
тэй граф нь ямар нэг тэгш хэмпь харъцааг то- 
дорхойлно гэж хэлж болно. 

(4) нөхцөлүүдийн нэг нь бйелэгддэгээс иөгөө пь бие- 
лэгдэхгүй нь мөрдөн гардаг тийм харьцаанууд ч бай- 
даг. Тийм харьцааг эсрэг тэгш хэмт харьцаа гэж 
нэрлэдэг. Тэдэнд харгалзах графууд цэг ижил хос орой- 
нуудыг холбосон чиглэлгүй юмуу эсрэг чиглэсэн ирмэ- 
гүүд байхгүйгээс гадна ганц ч оройд нь гогцоо байхгүй 
өөрөөр хэлбэл энэ харьцаанууд нь эсрэг рефлексив харь- 
цаанууд байиа. 

Харьцааны онолд чухал үүрэг гүйцэтгэдэг бас нэг 
чанар байдаг. Хэрэв а Я Ь ба Ь Я с хоёр нөхцөлөөс а Я с 
байх нь мөрдөн гардаг бол Я харьцааг транзитив (дам- 
жих чанартай) харьцаа гэж ярьдаг. 

Параллелийн харьцаа А || В, тэнцлийн А=В харьцаа, 
а нь Ь- гээс их гэсэн а> Ь харьцаа, а нь Ь- гийн хуваагч 
гэсэн а | Ь харьцаанууд нь транзитив харьцаануудын жи- 
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шээ болно. Нөгөө талаас А_\_ В ба а Ф Ь харьцаанууд 
нь транзитив биш харьцаанууд юм. 

Транзитив харьцааны графууд нь 

(а,Ь), ( Ь,с ) (5) 



83 дугаар зураг 



84 дүгээр зураг 85 дугаар зураг 



86 дугаар зураг 87 дугаар зураг 


хос ирмэг бүрийн хувьд бшпүүрсэн (а,с) армэг бай- 
даг ийм онцлог чанартай юм (83 дугаар зураг). Тийм 
графад х оройгоос өөр у орой очсон чйглэлт гинЖ бай- 
вал дээрх чанарыг давтан хэрэглэж мөн (х:,у) ирмэг 
байна гэсэн дүгнэлт хийж болно. 

Эцэст нь чиглэлт ирмэгүүдтэй транзитив биш 0 граф 
байж гэж саиая. Жишээлбэл 84 дүгээр зураг дээрх гра- 



ф.чд (ь ба с оройнуудын хооронд ирмэг байхгүй, харин 
Н5 дугаар зураг дээрх графад ( с,а ) ирмэгийн зэрэгцээ 
( а,Ь ) ба (Ь,с) ирмэгүүдийн битүүрүүлэгч ( а,с ) ирмэг 
б ■ I й х сстой билээ. Тохиолдол бүрд чиглэлт 0 графын 
дзраалсам хос ирмэг бүр битүүлсэн ирмэгтэй болтол пь 
түүпд чиглэлт ирмэгүүдийг нэмж транзитив граф болгон 
хувиргаж болно. Ингэж гаргасан шинэ О т графыг О гра- 
фьщ транзитив битүүлэлт гэж нэрлэдэг. 86 ба 87 дугалр 
зургууд дээр 84 ба 85 дугаар зургууд дээр графуудад 
харгалзах транзитив битүүлэлтүүдийг үзүүлжээ. 85 ду- 
гаар зураг дээр дээрх графад ( а,Ь ) ба (6,с)-г битүүлэгч 
( а,с ) ирмэг, ( с,а ), ба (а,Ь)- г битүүлэг (с,Ь) ирмэг, (Ь,с) 
ба (с,а)-г битүүлэгч (Ь,а) ирмэгийг нэмэхэд гарсан тран- 
зитив битүүрэлт нь ямар нэг тэгш хэмт харьцааны граф 
болсон байна гэдгийг тэмдэглэе. 

Д а с г а л 

1. ДээР дуРлсан чанаРуудтай өөр харьцаануудын жи- 
шээ гарга 

2. Гэр бүлийн харьцаануудыг авч үзье. Үүид: 

а) А нь В-гийн удам байх 

б) А ба В нь ерөнхий өвөг дээдэстэй байх харьцаачуу- 
дыг авч үз. 

3,49 ба 50 дугаар зураг дээрх графуудыя транзитив би- 
түүл элтүүдийг байгуул. 

3§. Эквивалентийн харьцаа 

Олон төрлийн Харьцаануудаас эквивалентийн харь- 
цаанууд нь онцгой чухал үүрэгтэй байдаг. Эквивален- 
тийн харьиааг ~ тэмдгээр тэмдэглэдэг заншилтай, тэр 
харьцаа нь 

1. Рефлексив яанар: а 

2. Тэгш хэмп яанар: а ~ Ь- гээс Ь ~ а байх нь мөр- 
дөн гардаг. 

3. Транзипгив яанар: а^ Ь ба Ь ~ с-гээс а^с байх 
нь мөрдөн гарна гэсэн тийм гурван чанараар тодорхой- 
логдоно. 

Хамгийн түрүүнд санаанд буух жишээ нь тэнцлийн 
а=Ь харьцаа юм. Чухамдаа эквивалентийн харьцаа нь 
тэнцэлтэй төстэй чанаруудтай байдаг ба олонхи тохиол- 
долд эквивалент чанарыг нэг маягийн тэнцэл гэж үзэж 
болдог. Үүний тод нэг жишээ нь геометрийн дүрсүү- 
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дийн конгруэнт Чанар юм. Энэ Чанарыг ихэнхдээ тэнцүү 
чанар гэж нэрлэдэг нь дэмий хэрэг биш юм. 

Тооны онолд жишигдэх чанар гэж нэрлэгддэг экви- 
валентийн өөр нэг харьцааг хэрэ; лэдэг. Хэрэв а,Ь, т нь 
гурван бүхэл тоо бол 

а = Ь (тос! т) (6) 

бичлэг нь а — Ь ялгавар т-д. хуваагдана гэсэн үг юмуу 
өөр үгээр хэлбэл ямар нэг бүхэл /г-ийн хувьд 

а — Ь + кт (7) 

байна гэсэн үг юм. а тоо #-тэй модуль /7г-ээр жишиг- 
дэнэ гэж тооны онолд (6) харьцааг үгээр илэрхийлдэг. 
Жишээ болгон 

11 = 2 (то<1 3) 

— 7=19 (то<1 13) 

жишлэгүүдийг дурдъя. Өөр нэг томьёогоор тэмдэглэгд- 
дэг тохиолдлуудыг ч бичлэгийг нийтлэг байлгахын тулд 
(6)-г хэрэглэн бичдэг. Жишээлбэл 

^ = 0 ( 1110 ( 12 ), с = 1(то!2) 

гэсэн жишлэгүүд харгалзан Ь нь тэ:ш с нь сондгой 
тоо гэсэн үг юм. Үүний адилаар 

а =о(пюс1т) 

гэдэг нь а тоо т- д хуваагдана гэсэн үг юм. 

Тоонуудын жишлэгийн (6) харьцаа нь эквивалентийн 
харьцааны гурван нөхцөлийг хангана гэдгийг хялбар ба- 
талж болно. 

1- а=а+о-т байх учир а &а(то&т) байна. 

2 хэрэв а=Ь{тоАт) бол (7) ёсоор а = Ь+ кт байх 
учраас Ь = а-\-( — к)т болох ба иймд Ь =а(то&т) байна. 

3. Хэрэв а=Ь(тойт) ба Ь=с(тойт) бол (7) томьёо 
ёсоор 

а= Ь + кт, Ь = с + Ьт ба ийм учраас 
а = с + 1т + кт = с + (/ + к)т буюу 

а=с(тос!т) байна. 

т=о үед (6) жишлэг нь (7) нөхцөл ёсоор ерийн тэн- 
цэл болж хувириа. 

Эквивалентийн харьцааг өөр аргаар тайлбарлаж бо- 
лохыг бид одооүзүүлье. Эквивалентийн харьцаа нь ямар 
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11 эг 5 олонлогийн элементүүдийн хувьд тодорхойлогд- 
дог ба 5-ийн хоёр элемент нэг бол хоорондоо эквива- 
лент нэг бол экинватент биш байдгийг юуны өмнө тэм- 
дэглэе. Жишээлэхэд (6) жишлэгийг бүх бүхэл тооны 
.V олонлог дээр авч үздэг. Параллелийн харьцаа А || В 
нь хавтгайн бүх шулуунуудын олонлог дээр юмуу ог- 
торгуйн бүх шулуунуудын олонлог дээр тодорхойлогд- 
сон эквивалентийн харьцаа юм. 

Ямар нэг 5 олонлогийн элементүүдийн хувьд ямар нэг 
эквивалентийн харьцаа а~Ь тодорхойлогдсон юм гэж 
саная. а-тай эквивалент бүх Ь элементүүдийг авч үзье. 
Тэдгээр нь Л'-ийн хэсэг В л олонлогийг үүсгэнэ. Ийм 
В й олонлогууд нь ерөнхий хэлбэрийн харьцаануудын 
хувьд дээр тодорхойлсон олонлогуудад харгалзах 
боловч бид экэ тохиолдолд эдгээрийг, авч үзэж буй 
эквивалентийн харьцаанд харгалзах эквивалентийн 
ангиуд гэж нэрлэж бэйя. 



88 дугаар зураг 89 дүгээр зураг 

Эдгээр ангиуд ямар чанартай вэ? Нэгэнт эквивален- 
тийн харьцаа нь рефлексив, а~ а учир а элементийн В а 
оигн нь а элементээ агуулна. Одоо Ь элемент нь В а ангид 
хамаардаг. Өөрөөр хэлбэл а~Ь , с элемент нь Ь элемен- 
тийн В в ангид хамаардаг буюу Ь ~с (88 дугаар зураг) 
байж гэж бодъё. Эквнвалентийн харьцаа транзитив байд- 
гийг анхаарвал эндээс а~с бзйх мөрдлөг гарна. Өөрөөр 
хэлбэл с нь В а ангид орно. Энэ нь эквивалентийн В е 
анги бүхлээрээ В а -д агуулагдана гэсэд үг юм. Нөгөө 
талаас хэрэв а~Ь бол Ь~а (эквивалентийн харьцаа тэгш 
хэмтэй учир) тул В а нь В в -д агуулагдана. Иймд хэ- 
рэв а~ Ь бол В а — В в байна. 
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идоо о олонлогиин лоорондоо эквивалент а оа о 
элемент авч узье. Эквнвалент биш гэдгийг а~Ь гэж 
тэмдэглэе. Энэ тохиолдолд В а ба В в ангиуд нь огт- 
лолцохгүй. Өөрөөр хэлбэл ерөнхнй элементгүй байна. 
Үнэндээ хэрэв ямар пэг с элемент нэгэн зэрэг В а ба 
В в -д хамаардаг бол байх ба тэгвэл а^Ь болж авч 
үзсэнтэй зөрчилдөнө. а~-с ба Ь~-с 

Элемент бүр нь нэг л ангид хамаарах учир бүх 5 
олонлог нь ул огтлолцох эквивалентийн ангиудад ху- 
ваагдана (89 дүгээр зураг). Тийм анги бүр нь бие 
биетэйгээ эквивалент бух элементүүдээс тогтоно. 

Хавтгайн дээрх бүх шулуунуудын олонлөг .Ь' ба А || В 
харьцааг жишээ болгон авч үзье. Энд анги тус бүр нь 
нэг ижил чиглэлтэй бүх шулуунуудаас тогтоно. Бас 
нэг жишээ авч үзье. Тооны жишлэгийн харьцаа (6) нь 
бүх бүхэл тоонуудыг эквивалентийн ангиудад хуваана. 
Эдгээр ангиудыг т модулийн хаслагийн ангиуд гэж 
нэрлэдэг. Анги тус бүр нь харгалзан 

В 0 = {кт}, В 1 = {1 + кт), 

В 2 = { 2 + кт), . . . , В т _ { = {т— 1 + кт) 

тоонуудаас тогтоно. Өөрөөр хэлбэл т - д хуваахадг үл- 
дэгдэл гардагтийм бүх тоонуудаас В г ангитогтоно. т= 2 
бол энэ нь бух бухэл тоог тэгш ба сондгой гэж ху- 
ваана гэсэн үг. Хэрэв т = 3 бол бүх бүхэл тоонууд 

Зк, Зк -Т 1 , Зк + 2. 

гэсэн ийм гурван хэлбэрийн тоонуудад хуваагдана. 

Эквивалентийн харьцаа нэг бүр нь 5 олонлогийн бүх 
элементүүдийг, 89дүгээр зураг дээр узүүлсэншиг үл огт- 
лолцох аигиудад хуваагддагийг бид харлаа. Урвуугаар 
5 олонлогийг ул огтлолцох Вь олонлогуудад хуваасан 
ямар нэг хуваалт өгөгджээ гэж үзье. Тэгвэл а ба Ь нэг 
ижил В[ олонлогт харьяалагдаж байвал л а^Ь гэж үзэж 
V? олонлог дээр ямар нэг эквивалентийн хаоьцааг тодор- 
хойлж болнО. Эквивалентийн харьцааиы гурван нөхцөл 
энд биелэгдэх нь тодорхой. Эквивалентийн харьцаа ба 
5 олонлогийг үл огтлолцох хэсгүүдэд хуваах нь нэг 
асуудлын хоёр тал болох пь эндээс харагдаж байна. 
Эквивалентийн харьцаа бур ньолонлогийг үл огтлолцох 
хэсгүүдэд хуваахад хүргэх ба урвуугаар тийм хуваалт 
бүр эквивалеитийн ямар нэг харьцааг нэг утгатай то- 
дорхойлно. 

7 * 


д9 


Математикийн биш өөр нэгэн жи1нээ дурдъя. )<оёр 
хүнийг хэрэв тэд нар нь нэг улсыи иргэн бол мэг харь- 
яатай гэж ярьдаг, урвууд нь бүх хүн төрөлхтөн пь 
харьяатаараа ангиудад (аль ч улсын иргэн биш тийм 
хүмүүс нь тус тусдаа ондлог ангиудыг үүсгэнэ) ху- 
ваагдана. 

Эцэст иь эквивалентийн харьцааг граф гэж үзэх та- 
лаар ярья. Графын оройнуудыи олонлогийг 5-ээр тэм- 
дэглэе. Я, ангид харьяалагдах бүх оройнууд нь хоорон- 
доо ирмэгүүдээр холбогдох учраас олонлог бүр нь 
бүрэн графыг бүрдүүлэхээс гадна тийм граф бүрийн 
орой бүр нь гогцоотой байна. 


90 дүгээр зураг 

Хоёр өөр ангийн оройнууд хоорондоо ирмэгээр холбог- 
дох учир авч үзэж буй В харьцааны граф 0 нь 0/ 
графуудыг өөрийн холбоост компонентаар агуулна. 

90 дүгээр зураг дээр 12 элементээс тогтсон олонло- 
гийн эквивалентийн харьцааны графыг дүрсэлжээ. Энд 
харгалзсан ангиуд нь 5, 4, 2 ба 1 элементтэй байна. 

Д а с г а л 

1. Эквивалентийн харьцааны өөр жишээнүүдийг ол. 

2. (6) жишлэгүүдийг гишүүнчлэн нэмж, хасаж, үржүүлж 
болдгийг батал 

Хэрэв а = 6(шо<1/и) ба с = с1(то6т) бол 
а ± с = Ь ± а(то(1/и), ас — Ьй (то(3/и) 

3. Хоёр бодит (комплекс) тоог хэрэв тэдний абсолЮт 
хэмжигдхүүн (модуль) нь тэнцүү бол бие биедээ харгалз- 
сан тоонууд гэж нэРлэе. Энэ харьцаа нь эквивалентийи 
харьцаа мөт гэдгийг үзүүлж апги бүрийн элементүүдийг 
тодорхойл. 
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4§. Зэрэмдэг эрэмбэлэлг 

Математикт бас нэг чухал харьцааны жишээг гарга- 
хын тулд ямар нэг элементүүдээс тогтсон 5 олонло- 
гийг авч үзье. Энэ эдементүүд нь жишээлбэл ямар нэг 
шинжүүдээрээ нэгтгэгдсэн тоо, цэг юмуу хүмүүс байж 
болно. Энэ 5 олонлог дотоо ямар нэг бага олонлогуу- 
дын буюу А,В ... дэд олонлогуудын бүл авч үзье. Хэрэв 
жишээлэхэд 5 нь бүх бодит тооны олонлог бол тийм бү- 
лийн дэд олонлог бүр нь жишээлэхэд ямар нэг интерва- 
лын тоонуудаас тогтсон байж болно. Хэрэв .5 нь хавтгайн 
цэгүүдийн олонлог бол А,В, ... олонлогууд нь өгөгдсөн 
шугам юмуу дүрсийн бүх цэгүүдээс тогтсон байж болно. 
Тийм хос олонлог бүрийнхувьд В олонлогийн бүх элемен- 
түүд А- д орно гэсэы агуулагдлын Л5. В харьцаа нэг 
бол биелэгдэнэ, эсвэл биелэгдэхгүй. Энэ хоёр олонло- 
гууд нь нэг ижил элементүүдээс тогтсон байж болно. 
Энэ тохиолдолд А = В байна. Энэ агуулагдлын харь- 
цааны хувьд: 

1. рефлексив яанар Лэ Л 

2. транзитив яанар хэрэв Ао_В ба ВэС бол 
Л^ С 

3. Адилтгал яанар (эсрэг тэгш хэмтэй чанар) Хэ- 
рэв Л 5. 3 ба В^. А бол А=В гэсэн гурван чанар биелэгдэх 
нь шууд харагдаж байна. Л5.3 харьцааны оронд эрс агуу- 
лагдлыи ЛтэЗ гэхцтэмдэглэдэг харьцааг ихэвчлэн хэ- 
рэглэдэг. Энэ нь бас л урьдьш адил В нь Л-гийн хэсэг 
буюу дэд олонлог гэсэн санааг илэрхийлэх болсвч энэ 
тохиолдолд давхцах Л=Збололцоо хасагдах тул В нь 
Л-гийн жинхэнэ дэд олонлог байна. Эрс згуулагдлын 
харьцаа нь 1°. эсрэг рефлексив яанар: Л=эЛ харьцаа 
хэзээ ч биелэхгүй. 

2*. Транзитив яанар : Хэрэв Л=эЗ ба 3=эС бол 
Л э С байна гэсэн чанаруудтай юм. 

Дурын а, Ь, ... элементүүдтэй олонлогт тодорхой- 
логдсон бинар а> Ь харьцаа нь агуулагдлып харьцаа- 
ны нөхцөлүүдийг хангадаг байвал түүнийг зэрэмдэг 
эрэнбэлэлтийн харьцаа гэж нэрлэдэг. Ийм учраас 
энэ харьцаа нь: 

1 ) а > а 

2) Хэрэв а > Ь ба Ь > с бол а > с 

3) Хэрэв а> Ь ба Ь > а бол а =- Ь 
гэсэп аксиомуудыг хангана. 
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Математикийн янз бүрийн салбарт агуулагдлын тэмд' 
гнйг хурц үзүүртэй а> Ь тэмдгээр юмуу мохоо а> Ь 
тэмдгээр тэмдэглэдэг. Тодорхой хэлэхэд сүүлийн тэмд- 
гийг ихэвялэн олонлогийн агуулагдлын тэмдэг болгон 
ашигладаг. 

Үнэн хэрэг дээрээ зэрэмдэг эрэмбэлэлт ба олонлогийн 
агуулагдал нь зөвхөн нэг байдлын хоёр өөр илэрхий- 
лэл юм. Зэрэмдэг эрэмбэлэдтийн үед элемент а нэгбүрд 
а > Ь байх тийм бүх Ь элементүүдээс тогтсон # а олон- 
логт харгалзана. Нэгэнт энэ харьцаа рефлек- 
сив учраас а нь р а олонлогт харьяалагдана. Ялгаа- 
тай а ба Ь хоёр элемент нь ялгаатай Я а ба Р в 
олонлогуудыг тодорхойлно. Үнэндээ хэрэв /? а = /? в бол 
нэгэн зэрэг а > Ь ба Ь > а байх учир а — Ь байна. а, Ь 
элементэд харгалзах /? а Р в , Олонлогуудын хувьд 
/? а э /? в агуулагдал биелж байвал л сая а > Ь харь- 
цаа биелнэ гэдгийг одоо харуулъя. Үнэндээ хэрэв а>Ь 
бол /? в -ийн с элемент бүрийн хувьд Ь > с харьцаа бие- 
лэгдэх ба ийм учраас а> с өөрөөр хэлбэл Р а Р- р в 
байна. Нөгөө тэлаас хэрэв р а = Рв бол а> Ь байна. 
Учир нь Ь нь Р в -д харьяалагдана. 

Яг өмнөхийн адилаар эрс зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн 
доорх нөхцөлүүдэд тохирдог а> Ь харьцааг тодорхойл- 
дог. Энэ нь 

1) а>а харьцаа боломжгүй 

2) хэрэв а> Ь ба Ь > с бол а>с гэсэн нөхцөлүүдээр 
тодорхойлогдох харьцаа юм. а,Ь - д харгалзах р а , Рв 
олонлогуудын хувьд р а Рв эрс агуулагдал биелж 
байвал л сая а> Ь харьцаа биелнэ гэдгнйг өмнөхийн 
адил баталж болно. Энд > тэмдгийг тоонуудын...ээс их 
гэсэн утгаас арай өргөн утгаар хэрэглэдэг. 



91 дүгээр зураг 92 дугаар зураг 
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Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн хэрьцааны <7 графыг тухайл- 
бал оройн оройн тоо төгсгөлтэй байх нөхцөлд авч үзье. 
Зэрэмдэг эрэмбэлэлт ба эрс зэоэмдэг эрэмбэлэлтийн хао- 
галзах графууд нь пэг нь оройнууд дээрээ гогцоотой нө- 
гөө нь гогцоогүй байх төдийхяөөр л ялгагдах учир энэ 
хоёр ойлголтыг хэт наоийн ялгахын шаардлагагүй к>м. Хэ- 
пэв а>Ь байвзл 0 граф дээр чиглэлт (а,Ь) ирмэг байна. 
8 элементтэй-оройтой олонлогийн эрс зэрэмдэг эрэмбэлэл- 
тийн харьцааны графыг 91 дүгээр зураг дээр дүрсэлжээ. 

Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн графыг ихэнхдээ арай өөр 
байдлаар дүрсэлдэг гэдгийг урьдчилан сануулъя. Жи- 
шээлбэл. өмнө дүрсэлсэн граф дээр дурын (а,Ь) ба (Ь,с) 
ирмэгүүдийн хувьд бас (а,с) ирмэг мөн байна. Ийм уч- 
раас тийм бүх битүүлэгч ирмэгүүдийг орхиж манай гра- 
фыг хялбарчилж болно. Ер нь а-гаас Ь рүү явсап чиглэлт 
ямар ч гинж А(а,Ь) байлаа ч гэсэн, парийн яривал, граф 

дээр (а,Ь) ирмэг байх ёс- 
той^боловч тийм битүү- 
лэгч^ирмэгүүд оршин байх 
нь чиглэлт харгалзах гин- 
жүүдийн оршин байхаас 
шууд мөрдөн гарах тул 
тийм ирмэгүүдийг илүү 
гэж үзээд орхиж болно. 
Ийммаягаар91 дүгээр зу- 
раг дээрх графыг өөрчил- 
бөл 92 дугаар зураг дээр 
дүрслэгдсэн хялбар граф 
гарна. 



Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн графаас бүх гогцоо ба бүх 
илүү ирмэгүүдийг зайлуулахад гарях графыг харгалзах 
харьцааны суурь граф гэж пэплэдэг. Хэрэв А(а, Ь) нь 
суурь граф дээрх чпглэлт гинж бол (а,Ь) ирмэг иь илүү 
нрмэг учраас суурь граф дээр энэ ирмэг байхгүй байна. 
Мөн энд эсрэг чиглэсэн (Ь, а) ирмэг байж болохгүй. 
Учир нь тийм ирмэг байж гэж үзвэл тэр нь А(а,Ь )- тэй 
нийлж а-д буцаж ирсэн чиглэлт цикл уүсгэх ба эндээс 
а~>а мөрдөн гарах болж 1 нөхцөлтэй зөрчилдөх болно 
(93 дугаар зураг). Нөгөө талаас а-гаас Ь - рүү явсач чиг- 
лэлт гинж байвал л сая а> Ь гэж үзвэл чиглэлт цик- 
лүүдийг агуулаагүй чиглэ.тг гра<Ь өөрөөр хэлбэл цикл 
биш чиглэлт граф нэг бүр нь зэрэмдэг эрэмбэлэлтийг 
тодорхойлно гэж үзсэн болно. Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн 
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а > Ь харьцаа ггь өмнөх нөхцөлүүдээс гадна бас доорх 
пөхцөлд тохирдог бол түүнийг (эрс утгаар) эрэмбийн 
харьцаа гэж нэрлэдэг. 

Бүрэн байх нөхцөл. Давхцаагүй дурын хоёр а ба Ь 
элементүүдийн хувьд а> Ь юмуу Ь > а хоёр харьцааны 
нэг заавзл биелдэг байх. Өөрөөр хэлбэл олонлогийн 
бүх элементүүд нь хоорондоо энэ харьцаагаар „нсишигд- 
дэг“ энэ харьцааг зэрэмдэг эрэмбэлэлтээс ялгахын тул 
заримдаа бүрэн эрэмбэлэлтийн харьцаа гэж нэрлэдэг. 
Үүнтэй адилаар эрэмбийн а > Ь харьцааг зэрэмдэг эрэм- 
бэлэлтийн харьцааны нөхцөлуүд дээр бүрэн байх нөхцө- 
лийг нэмжҮ тодорхойлдог. Бүрэн эрэмбийн харьцааны 



- — 1 

а 

94 дүгээр эураг 

хувьд а ба Ь элементүүдэд харгалзах /? а ба /?„ олон- 
логууд нь нэг бол /? а => /? в нэг бол /?„ тл /? а нөхцөлд 
заавал тохирно. Математикт болон өдөр тутмын амьдралд 
бид эрэмбэлэгдсэн олонлогтой олонтой тохиолддог. Жи- 
шээлбэл толь бичигт үгсийг цагаан толгойн дэс да- 
рааллаар эрэмбэддэг, сурагчдыг өндрөөр нь, спортын 
тэмцээнд авсан оноогоор нь, хичээлийн дүнгээр юмуу 
бас бус олон аргаар эрэмбэлж болно. Математикт хам- 
гийн их дайралддаг эрэмбэлэгдсэн олонлог нь бодит 
тоон тэнхлэг юм. Энд /?а олонлог НЬ а > Ь нөхцөлд то- 
хирдог бүх Ь тоонуудаас өөрөөр хэлбэл тоон тэнхлэг 
дээр а-гаас зүүи тийш орших бүх тоонуудаас тогтоно 
(94 дүгээр зураг). 

Төгсгөлт тооны эрэмбэлэгдсэн олонлог их тохиолд- 
дог. Тийм олонлог нь бусад бүх элементээс нь бага 
ямар нэг а\ элементийг агуулах дараагийн элемент а 2 
нь а г ээс их боловч бусад бүх элементүүдээс нь бага 
гэх мэтчлэн хамгийн их а„ элемент хүртэл явж болно. 
Ийм учраас тийм олонлогийн элементүүд нь өсөх эрэм- 
бээр байрласан 1,2 ... п бүхэл тоонууд шиг эрэмбэ- 
лэгдсэн байна. Үүнийг п элементтэй эрэмбэлэгдсэн 
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олонлог бүр нь эрэмбийнхээ харьцааны хувьд 1,2 .. . п 
бүхэл тооны олонлогтой адил зохион байгуулалттай 
байна гэж илэрхийлж болно. 


Д а с г а л 

1. 1, 2,3, 4 гэсэн дөрвөн тооноос тогтсон эрэмбзлэг дсэн 
олонлогийн бүрэн граф ба суурь графуудыг эур. 

2. 1,2,3, . . . п гэсэн п тооноос тогтсон эрэ мбэлэг дсэн 
олонлогийн суурь граф нь ямар байх вэ? 

3. Бүхэл тоокы олонлогийн хуваагдлын а\Ь харьцаа нь 
ээрэмдэг эрэмбэлэлтийн харьцаа мөн болохыг батал. Энэ 
тохиолдолд зэрэмдэг эрэмбэлэлт ба эрс зэрэмдэг эрэм- 
бэлэлт ямар ялгаатай вэ? 

4. а, Ь, с гурван элементээс тогтсон 5 олонлогийи бүх 
дэд олонлогуудыг о л . Эид хэдэн дэд олонлог байх вэ? 
Харгалэах зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн 1 граф ба суурь графыг 
байгуул. Яагаад энд ерөөсөө элемент агуулаагүй хоо- 
сон олонлогийг авч үзэх хэрэгтэй вэ? 


<У 


1 агуулагдах харьцаанд харгалзах гэж ойлгоно. (Ред.) 



VIII БҮЛЭГ 


ХАВТГАЙ ГРАФУУД 


1§. Графын хавтгай байх нөхцөл 

Ирмэгүүд нь оройнуудаасаа өөр огтлолцлолын цэ- 
гүүдгүй байхаар хавтгай дээр зурж болдог графуудыг 
бид хавтгай графууд гэж нэрлэсэн (1 бүлгийн 4§-ийг 
дахин унш) билээ. Хавтгай графын хэд хэдэн жишээг 
бид дээр дурдсан. Бид I бүлгийн 5§-д гурван айл ба 
гурван худгийн тухай бодлогыг авч үзэж харгалзсан 
граф нь яагаад хавтгай биш вэ? гэдгийг тайлбарласац. 
Энэ бодлогын графыг (16 дугаар зураг) олон аргаар 
зурж болно- Ер нь ямар ч графыг олон аргаар зурж 
болдог. «Энэ бодлогын графын» тухай ярихдаа бид өн- 
гөрсөн байдлыг дүрсэлж байгаа тухайн ямар нэг граф- 
тай изоморф дурыч графыг санаж байх болно. Ийм 
учразс 16 дугаа|Цзураг дээр дүрсЭлсэн граф нь хавтгай 
биш ээ гэж батлан хэлж буй нь түүнтэй изоморф, шаард- 
сан нөхцөлүүдийг хангуулап хавтгай дээр зурж болдог 
граф байхгүй гэсэн уг юм. Энэ графын оройнуудыг 
жишээлбэл 95 дугаар зураг дээр дүрсэлсэн шиг зөв 
зургаап өнцөгтийн оройнууд дээр байрлуулж болио. 
Зургаан өнцөгтийн төв дэх ирмэгүүдийн огтлолцсон цэг 
нь графын орой биш юм. Энэ цэг дээр графын ирмэгүүд 
бие биенийхээ доогуур дээгүүр гарч байна гэж сэтгэж 
болно. 

Тавхан оройтой хавтгай биш граф байдаг. Энэ нь 
таван оройтой бүрэн граф (96 дугаар зураг) юм. Энэ 
граф үнэндээ хавтгай биш гэдгийг 95 дугаар зураг 
дээрх (эсвэл 16 дугаар зураг дээрх) графып хавтгай 
бишийг I бүлгийн 5§-д яаж тайлбарласан адилаар тайл- 
барлаж болно. Тийм графыи хавтгай дээрх дурыц дүрс. 
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лэлд түүний оройнууд нь жишээлэхэд АВСйЕА эрэм- 
бээр ямар нэг Р циклийг үүсгэх ёстой. Тийм хавтгай 
графад (В,Е) ирмэгийг татахдаа бид түүнийг Р-гийи 
дотор юмуу гадна нь байрлуулах боломжтой. Хоёр то- 
хиолдлын аль нь ч цаашдын сэтгэлгээний хувьд ижил 
юм. Бид энэ ирмэгийг 97 дугаао зураг дээр дурсэлсэн 
шиг байрлуулав гэж бодъё. А орой нь О ба С-тэй ир- 
мэгүүдээр холбогдсон байх ёстой. (В, Е) ирмэг нь эд- 
гээр ирмэгийг Р дотор байрлуулахад нь саад болох учир 
энэ хоёр ирмэг нь хоёулаа Р-гийн гадаа байрлана. 



( А,С ) ирмэг иь В оройд гаднаас ирэхэд нь саад бо- 
лох учир (й,В) ирмэг нь зөвхөн Я-гийн дотор л байр- 
лаж болно. Тэгвэл сүүлийн (С,Е) ирмэгийг хавтгай дээр 
татах ямар ч боломжгүй болно. Учир нь (О, В) ирмэ- 
гээс болж тэр нь Р дотор байж болохгүй ба харин 
(А,й) ирмэгээс болж Р-гийн гадаа байж болохгүй болно. 1 

Гурзан гэр ба гурвап худгийн тухай бодлогын граф 
ба тавап оройтой бүрэн графыг бид тодорхой авч үзлээ. 
Учнр нь эдгээр граф өгөгдсөп граф хавтгай граф уу? 
үгүй юу гэдгийг тодорхойлоход онцгой үүрэг гүйцэт- 
гэдэг. Хавтгай графыг тодорхойлдог шинжийг 1930 онд 
Польшийн математикч Куратовский олисээ.Тэр шинжийг 
томьёолохын тулд графыг өргөтгөх ба агших гэж юуг 
хэлэх вэ? гэдгийг эхлээд тайлбарлах хэрэгтэй болно. 

Графын ямар нэг ирмэг дээр бид шинэ оройнуудыг 
пэмж түүнийг хэд хэдэн нрмэгээс бүтсэн энгийн гинж 
болгон хувнргалаа гэж бодъё. Япэ үйтдлпйг бпд гра- 


! Өөр нэг баталгааг 3§-д үз. 
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фыг өргвтгех үйлдэл гэжнэрлэе. 98 дугаар зураг дээр 4 
оройтой а графыг 8 граф болгон өргөтгөсний жишээг 
харуулав. Үүний урвууд ирмэгүүдэд хуваагддаг, тэгэх- 
А дээ завсрын оройнуудаас нь 

' у \ ямар нэгэн өөр ирмэг гардаг- 

у // N. гүй тийм энгийн гинжүүдийг 

/ Е 'у/ \ А агуулсан98 дугаар зураг дээрх 

/ д \ 8 граф шиг тийм граф бидэнд 

I \ I ө чээ, гэж бид бодъё. Урвуу 

\ \ / / үйлдлээр түүнийг, энгийн гин- 

\. \ / у жүүд нь ирмэгүүд болж ху- 

у' вирсан тийм граф болтол нь 

3 с агшааж болно. 

97 дугаар зураг Жишээлбэл 98 дугаар зур- 

гийн 8 графыг түүний орой- 
нуудыг ялгаж буй энгийн гинжүүдээс нь зайлуулах за- 
маар а граф болгон хувиргаж болно. 

Одоо бид Куратовскийн теоремийг томьёолох бо- 
ломжтой боллоо. 

Г раф хавтгай байх гарцаагүй ба хүрэлцээтэй 
нөхцөл нь таван өнцөгт граф (96 дугаар зураг) 
юмуу зургаан өнцөгт граф (95 дугаар зураг) 
болгон агшаож болох ямарч графыг тэр дотроо 
агуулаагүй байх явдал мөн. 

Энэ теоремийн баталгаа тийм ч их төвөгтэй биш бо- 
ловч нилээд нүсэр, их зай эзлэх учир бид батлахгүй 
орхиё. 

Хавтгай графын талаар бас хэдэн тайлбар хийе.Жи- 
шээлбэл 17 дугаар зураг дээрх юмуу 97 дугаар зураг 
дээрх графуудын хавтгай дүрслэлийг олохыг оролдох- 
доо бид ирмэгүүдийг ямар нэг муруй шугамаар дүр- 
сэлж байсан билээ. Үнэн хэрэг дээрээ энэ ыь тийм ч 
чухал биш юм. Аль ч хос оройнууд нэгээс илүүгүй ир- 
мэгээр холбогдсон байх нөхцөлд хавтгай граф бүхнийг 
ирмэг бүр нь шулууны хэрчим байхаар хавтгай дээр 
зурж болдгийг харуулж болню. 97 дугаар зураг дээрх 
графын «Шулуун шугамын дүрслэлийг» 99 дүгээр зу- 
раг дээр жишээ болгон үзүүллээ. 

Хавтгай граф бүхнийг мөн бөмбөлгийн гадаргуу 
дээр дүрсэлж болно гэж сануулах нь чухал юм. Ингэж 
дүрслэх олон, арга буй. Жишээ нь: стереографын проек- 
цийг ашиглаж болно. Дэлхийп бөмбөрцгийн туйл орч- 
мын зураг хийхэд энэ аргыг газрын зурагт хэрэглэдэг. 
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Р ш> манай 1 рафын байрласан хавтгай болог. 5 бөм- 
бөлгнйг өмнөд туйлаарап энэ хпвтгайтай шүргэлцэж 
байхаар (100 дугаар зураг) байрлуулъя. Хойд туйл 
/У-ийг проекцийн төв болгон авъя. Р хавтгайн р цэг 
бүрийг N цэгтэй шулуунаар холбоё. Энэ шулууп нь 
6' бөмбөлгийг ямар нэг 6' цэгт огтлолцоно. Иймд Р 
хавтгайн р цэг бүхэнд 5 бөмбөлгийн харгалзах х цэг 
олдоно. Урвуу проекцоор 5-ийн гадаргуу дээрх граф 
бүхнийг 5-тэй шүргэлцсэн ;хавтгай дээр буулгаж бол- 
но. 5-ийн цэгүүд дотроос Р хавтгай дээр дүргүй ганц 
цэг ш> проекцийп төв /V юм. 

Д а с г а л 

1. 95 дугаар зураг дээрх графаас (А,Ү) ирмэгийг зай- 
луулж гарса^ графыг, бүх ирмэгүүд нь үл огтлолцох шу- 
луун хэрчим байхаар хавтгай дээр зур. 

2. 6 оройтой хавтгай биш бүх графыг олохыг хичээ. 


2§. Эйлерийн томьёо 

Одоо хавтгай дээр олон өнцөгт тор үүсгэдэг 
хавтгай графуудыг авч үзье. Энэ нь хавтгай 0 графын 
ирмэгүүд нь бие биетэйгээ хамар олон өнцгүүдийг үүс- 
гэн хавтгайг 101 дүгээр зураг дээр дүрсэлсэн шигээр 
олон өнцөгт мужуудад хуваана гэсэн үг юм. 

Олон өнцөгтийи тухай энд ярихдаа олон өнцөгт гэ- 
дэг нэр томьёог ерийн утгаар хэрэглэдэг шигээр ир- 
мэгүүд нь шулуун шугамууд байна гэж үзэхгүй гэд- 
гийг онцлон тэмдэглэе. 

Энд ирмэгүүд пь өөрийгөө огтлоогүй, хавтгайг му- 
жуудад хуваадаг тасралтгүй ямар ч муруйнууд байж 
болно. Америкийн нэгдсэн улсын штатуудад хуваагд- 
сан газрын зураг юмуу ер нь улс орнуудыг хил хяз- 
гаартай нь зурсан газрын ямар ч зураг олж өнцөгт 
графын сайн жишээ болж чадна. Энэ хилүүд нь графыв 
ирмэгүүд ба улсууд нь олон өнцгүүд юм. Ийнхүү (/ид 
олон өнцөгт графуудыг одоо авч үзэх болно. Тодор- 
хойлолтоос үзвэл эдгээр нь холбоостой, түүнээс гадна 
мөн ямар олон өнцөгт нь нөгөөгийнхөө дотор байж бо- 
лохгүй гэсэн шаардлага тавина. Тийм олон өнцөгт тус 
бүрийг хиллэж байгаа ирмэгүүд нь цикл үүсгэнэ. За- 
римдаа энэ циклүүдийг минималь циклүүд гэж нэр- 
лэдэг. Тийм олон өнцөгтийн дотор хаагдсан хавтгайн 
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хэсгийг графын талс гэж нэрлэдэг. Тийм графад 
бүх талстуудтай нь бүсэлсэн максималь 
цикл байна. Бүх томьёонуудыг аль болох хялбар бол- 
гохын үүднээс зарим нэг зүйлийг хэлэлцэн тохирох зар- 
чим математикт олонтохиолддог билээ. Жишээлбэл ма- 
най тохиолдолд С г ийн гадна оршиж буй хавтгайи хэс- 
гийг (?! хилтэй талс гэж үзэх нь ашигтай юм. Бид түү- 
нийг төгсгөлгүй талс гэж нэрлэе. Графыг бөмбө- 
лөг дээр проекцлон төгсгөлгүй талс нь үнэндээ бусад 
талаасаа ялгагдах ямар ч ялгаагүй юм гэдгийг харж 
болно. 

Энэ бүхнийг 101 дүгээр зургийн граф дээр тайл- 
барлая. Энэ граф нь 1-ээс X хүртэл дугаарлагдсап 
10 талстай. Жишээлбэл: / талаас 

(1,2), (2,П), (11,Ю), (10,1) 

ирмэгүүдээр хиллэсэн ба харин VIII талс 10 ба 12 
оройг холбосон хоёр ирмэгээр хязгаарлагдсан байна. 
Максималь циклийн ирмэгүүд нь 1-ээс 10 хүртэлх 
бүх оройнуудыг дэс дараалан дайрч 1 оройд буцаж 
ирсэн байна. Төгсгөлгүй X талс Срийн гадна орших 
бүх цэгүүдийн олонлог болно. 

Огторгуйн олон талсуудын хувьд Эйлер анх батал- 
сан, олон талстын Эйлерийн томьёо гэж нэрлэгддэг 
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('оИирхолтой нэг томьёо байдаг. Энэ томьёо нь манай 
олон өпцөгт графьгн хувьд хүчинтэй. Графын орой.ирмэг 
т. 1 лсын тоонуудыг харгалзан 

Ь , р, г 

гэж тэмдэглэе. Эйлерийн теорем нь ямагт 

Ь—р + г= 2 (I) 

байхыг нотолно. 

Баталгаа: п нрмэгтэй зөвхөн нэг олон өнцөгтийг 
(102 дугаар зураг) авч үзсэн хялбар тохиолдолд 
томьёо нь илэрхий юм. Энэ тохиолдолд 

Ь=р=п, г=2 

байх тул (/) тэнцэл үнэндээ биелэгдэнэ. Ерөнхий то- 
хиолдолд энэ томьёо хүчинтэй гэдгийг батлахын тул 
математикийн индукцийн аргыг хэрэглэе. Тодорхой 
хэлбэл хэрэв г талстай графын хувьд энэ томьёо хү- 
чинтэй бол г + 1 талстай графын хувьд үнэн байна 
гэдгийг бид үзүүлье. Талсыг дараалан нэг нэгээр 
«гаднаас» нэмэх замаар олон өнцөгт графыг байгуулж 



болно. 0 нь Ь оройтой, р-ирмэгтэй, г-талстай олон 
өнцөгт граф (103 дугаар зураг дээрх тод шугамууд), 
Ь, р, г тоонуудын хувьд Эйлерийн томьёо хүчинтэй 
байж гэж бодъё. 

0 графын максималь циклийн хоёр оройг холбосон 
ямар нэг энгийн гинжийг (103 дугаар зураг дээр тасар- 
хайгаар зурагдсан шугамыг) талс дээгүүр тата» 
шинэ талсыг нэмье. Хэрэв энэ нум нь г ирмэгтэй бо.г 
г— 1 шинэ орой ба нэг шинэ талсыг бид нэмэх хэрэг- 
тэй. Харин тэгвэл 
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Ь 1 — р 1 + г'={Ь + г—\) — (р + г) + {г + 1)=Ь— рЛ-г 
блйх тул шинэ графын хувьд Эйлерийн томьёо нь хү- 
чинтэй хэвээр үлдэнэ. 

Д асгал 

1. 13 дугаар зураг дээрх графын хувьд Эйлерийн 
томьёог шалга. 

2. Шатрын 8x8 нвадрат нүдтэй хөлгийн үүсгэсэн гра- 
фын хувьд дээрх томьёог шалга. Энэ сэтгэлгээг пХп квад- 
рат нүдтэй хөлөгннй хувьд дэлгэрүүл. 


3§. Графын зарим нэг харьцаа 

Хоёрдмол графууд 

Энэ зүйлд бид дахиад л олон өнцөгт графуудыг 
авч үзэх болно. Эйлерийн (1) томьёог 

Ь -\-г==р -\- 2 (2) 

хэлбэртэй бичье. Орой тус бүрээс гарсан ирмэгүүдийг 
тоолж графын ирмэгийн тоог олж болно- Ингэхэд ир- 
мэг бүр нь хоёр удаа тоологдох учир 1 дүгээр бүлгийн 
6 §-ийн (1) тэнцэлтэй давхацсан 

• • • +р(А? ) (3) 

томьёо гариа. Энд р (А г ) нь А- ь оройл зэрэг буюу түү- 
нээс гарсан ирмэгүүдийн тоо юм. 101 дүгээр зураг 
дээрх графын хувьд /7=22 байна. 

Олон өнцөгт графып ирмэгийн тоог бас өөрөөр тоолж 
олж болно. Граф ё)-ийн А-өнцөгтэй талсын тоог ф* 
гэж тэмдэглэе. Энд к= 2, 3, 4 . . . байна. 

Жишээлбэл 101 дүгээр зураг дээрх графын хувьд 
4*2=1. Фз=3, 94=3, ср й = 1 
4*6=1 ф 7 =0 <р 8 =0 ф 9 =0, Фю=1 

байна. Өөрөөр хэлбэл түүний 10 талсууд дотор хоёр 
ирмэгээр хязгаарлагдсан талс нэг, гурван ирмэгээр 
хязгаарлагдсан талс гурав гэх мэтчлэн байна. Тийм 
олон өнцӨгт торд гогцоо байхгүй учраас түүнд нэг ир- 
мэгээр хязгаарлагдсан талс байхгүй. Ийм учраас 

2 = 92 + 93 + 94 + • • • ( 4 ) 

Одоо графын ирмэгийг дахин тооцохын тулд түүний 
ирмэг бүр нь яг хоёр талсын хил болно гэдгийг тэм- 
дэглэе. Ийм учраас 

2/7=292+393+494+ . . . (5) 
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байпа. Эпдээс 101 дүгээр зураг дээрх графын хувьд 
бас л р==22 гарч байна. 1 ) 

Олон өнцөгт 0 граф бүрийн хувьд түүний хоёрдмол 
граф гэж нэ) лэгддэг олой өпцөгт шинэ 0* 1 рафыг 
доорх маягаар байнуулж болдог. 

'Галс тус бүр дотор мөн түүнчлэн хнзгааргүй талс 
дотор ч нэг нэг цэгийг сонгож авъя. Тийм хоёр А ба 
В дотоод цэгүүд нь хилийн ерөнхий Е ирмэгтэй хамар 
хоёр талст хамаарч байвад л Л-гаас В руу шинэ ир- 
мэгийг Е ирмэгтэй огтлолцуулан харин графын бусад 
ирмэгүүдтэй огтлолцуулахгүйгээр татъя. Хэрэв хоёр 
талс нь хилийн хэд хэдэн ирмэгтэй байвал тэр ирмэг 
нэг бүрийн хувьд нэг нэг ирмэг татъя. 


1 таван оро;.то 1 бүрэн граф (96 дугаар зураг) ба гурваи гэр 
ба гурван худпн.н бодлогын граф (16 дугаар зураг) нь хавтгай 
биш графууд юм гэдгигг (4) ба (5) томьёонуудыг ашиглан дахин 
баталж болно. 

Нэгдүгэзр тохиолдолд оро н тоо 5 ба нрмэгийн тоо 
5-4 

р — ~ 2 ~ = Юбайна. Хэрэв энэ граф хавтгаи багсансан бол Эн- 

лериби теоремээр түүний талсын тоо г нь 2 — Ь+р=7 - тай тэнцүү 
оайхсан билээ. Энэ графын хоёр оройн тус бүр нь ганц ирмэгээр 
холбогдох учраас түүниы хувьд <р 2 — 0 ба (4) ба (5) томьёо ёсоор 

г=--7=«А№Г?5+ • • • 

ба 

2/)=20=Зү 2 +4>р 4 +5ү 5 + . . . 
пэгдүгээр тэьцлиьг 3-аар үржүүлбэл 

21 = 3+ в +3+4 + 2у*+ . . . 

болох ба энэ ниПлбэр нь 20-тоы тэнцүү хоёрдугаар ипйлбэрээс бага 
баина. Энэ зөрчил нь биднии авч үзсэн буруу болохыг харуулж 
баина. 

6-3 

Хоёрдугаар тохнолдолд Ь= 6, р=~ 2 ~— 9, Хэрэвграфнь хавт- 

гай баьсан бол түүннн талсын тоо г нь 5-та,( тэнцүү байх ёстой 
байна. Энд зөвхөн — 0 төдиьгүй мөн үя=0 (хоёр гэр юмуу хоёр 
худаг хоорондоо холбогдолгүй) учир 

г=5=ү 4 + у 6 + ү 6 + . . . 
ба 

2/> = 18=4 < г4 + 5ү 6 + 6ү 6 + • • • 

ба -на. Нэгдүгээр тэнцлийг 4-өөр үржүүлбэл 
20=4^ + 4у 6 +4? 6 + . . . 

гарма. Энэ ннйлбэр 18-тай тэнцүү хоёрдугаар иийлбэрээс бага 
(аина. 
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104 дугээр зураг дээр 0 графыг тод шугамаар ха- 
рин О* графыг тасархай шугамаар дүрсэлжээ. Хоёрд- 
мол 0* графыг зөвхөн хавтгай граф (7-кйн хувьд л 
байгуулж болно. 

Олон өнцөгт графын хоёрдмод граф нь өврвв мөн 
олон өнцөгт граф байна. 104 дүгээр зургаас үзвэл 0 
графын Р талс нэг бүрд 0* графын яг нэг К* орой 
харгалзах ба тэгэхдээ 0* графын V* орой дээр ирсэн 
прмэгүүдийн тоо нь 0 графын харгалзсан Р талсыг 



хязгаарлаж байгаа ирмэгийн тоотой тэнцүү байна. Ийм 
учраас О* графын V* оройн зэрэг нь О графын харгал- 
зах Р талсыг хязгаарласан ирмэгийн тоотой тэнцүү 
байна. 0 графын Е ирмэг бүрд 0* графын, түүнтэй 
огтлолцсон ганц Е* ирмэг харгалзана. 

0 графын V орой --тус бүр р( V) ирмэг ирнэ. Тэд- 
гээр нь О* графын Р* талсыг үүсгэж байгаа ирмэгүүд- 
тэй огтлолцоно. Ийм учраас Р* талс нь О* графын 
р( V) ирмэгүүдээр хязгаарлагдана. 0 1 раф нь өөрийн 
ээлжинд О* графын хоёрдмол граф болохыг 104 дүгээр 
зургаас хялбархан харж болно. Энэ хоёр граф нь нэг 
ижил тооны ирмэгтэй ба 0* графын оройн тоо нь 0 гра- 
фын талсын тоотой тэнцүү, О* графын талсын тоо нь 0 
графын оройп тоотой тэнцүү байна. 

8 * 
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4§. Зөв олон талстууд 

Хэрэв орой бүр дээр НЬ ИЭГ ИЖИЛ р тооны ирмэг 
нийлдэг (1 бүлгийн 6 §-кйг үз) I рафыг нэг төрлийн 
граф гэж нэрлэдэг. Хэ^зв олон өпцөгт нэг төрлийн 0 
графып хоёрдмол С* гр‘Ф к ь мөп кэг төрлийн гргф 
байвал О графыг зөв граф гэж кэрлэнэ. Энэ нь (өм- 
нөх §-ийг үз) 0 графын талс бур нь мэг ижил тооны 
жишээлэхэд р* ирмэгээр хязгаарлагдсан байх ёстой гэ- 
сэн үг юм. 

Маш цөөхөн зөв граф байдгийг одоо бид үзүүлье. 
Хэрэв 0 графын ирмэгийн тоог (3) ба (5) томьёогоор 
т ооцоолбол зөв графын хувьд энэ хоёр нийлбэр нь 

2 р=рЬ=р*г (6) 

илэрхийлэлд шилжинэ. (6) тэнцлээс 



гэйс олж Эйлерийн (2) томьёонд орлуулбал 

^олох ба энэ илэрхийллийг 

й(2? + 2р*— рр*)=4р* 
гэж бичиж болно. 

Нэгэнт Ь ба {* нь эерг бүхэл тоонууд учраас хаал- 
танд байгаа илэрхийлэл нь мөн эерэг бүхэл тоо байх 
ёстой. 

2р + 2р*^рр* >0 

Энэ тэнцэл бишийг 

РР* — 2? — 2р* < 0 

хэлбэрээр юмуу 

(р— 2)(р*— 2) <4 (8) 

гэж бичье. 

(8) тэнцэл бишийг бид хоёр тохиолдол болгон бодъё. 
Эхлээд р— 2 ба р*—2 хоёр үржигдхүүн хоёулаа эерэг 
буюу өөрөөр хэлбэл р ба р* тус бүр хоёроос их бгйх 
тохиолдлыг авч угье. Үрлвэр кь 4-еес бага байдаг 
бүх эерэг бүхэл хос тоонууд нь 1 ба 1, 1 ба 2, 1 ба 3 
гэсэн хосуудаар шавхагдах тул р— 2<3 ба р*— 2<3 
байна. Эиэ тохиолдолд р ба р* нь дарсахь хүснэгтэд 
бичигдсэн утгыг л авч болно. 
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Зөв графууд 


р 

Р* 

ь 

Р 

2 

Маяг 

3 

3 

4 

6 

4 

Тетраэдр 

3 

4 

8 

» 

6 

Куб 

3 

5 

20 

30 

12 

Додекаэдр 

4 

3 

6 

12 

ОО 

Октаэдр 

5 

3 

12 

30 

20 

Икосаэдр 


Энд (6) ба (7) томьёонуудыг хэрэглэж ирмэг, орой, 
талсын тоог тоопоолоп гаргалгээ. Дээрх хүснэгтэд 
дурдсан зөв графуудыг бсйгуулахыг р =3, 4 юмуу 5 
утгуудад харгалзах гурвслжии дөрвөп өпцөгт юмуу 
таван өнцөгтөөс эхэлнэ. Орой бүр дээр нь зохих тооны 
талс нийлсэн байхаэр олон өнцөгтүүдийг эвлүүлбэл 
таван тохиолдолд нэг бүрт изоморфизмийи иарийвчлал- 
тайгаар яг нэг нэг зөв граф олдоно (105 дугаар зур- 
гийг хар) 

Хо^рдмол графын тодорхойлолтоос үзвэл зөв гра- 
фын хоёрдмол граф нь мөн зөв граф байна. Манай хүс- 
пэгтээс харвсл октаэдр пь кубын хоёрдмол, икосаэдр нь 
додекадрийн хоёрдмол, харин тетраэдр нь өөрөө өөрийп- 
хөө хоёрдмол граф байх пь илт. 

(8) тэпцэл биший х-шгадаг эерэг бүхэл р ба р* 
тоонуудыг тодорхойлохдоо зөвхөн р >2 ба р*>2 утгуу- 
дыг авч үзэл( дээрх хүснэгтэд дурдсан үр дүнд бид 
хүссэн билээ. Нөгөө талаас р (эсвэл р*) чь 2 юмуү 1 гэсэн 
утгыг авахад ч энэ тэнцэл биш шийдтэй байна. Энд 
харгалзах графууд нь маш хялбархан хэлбэртэй байна. 

Хэрэв р=2 бол орой бүр дээр нь хоёр йрмэг ирсэн 
холбоост граф буюу товчоор хэлбэл эхний цикл (106 
дугаар зураг) гарна. 

Хэрэв р*=2 бол (7) тэнцэл нь 

^(2?+4— 2р)=4&=8 
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105 дугаар зураг 


хэлбэртэй болж Ь = 2 гарна. Энэ тохиолдолд граф нь 
хоёр оройг холбосоа хэд хэдэн ирмэгээс тогтоно (107 
дугаар зураг). Хоёр талс я орой ба я ирмэгтэй цик- 
лийн хоёрдмол граф нь хоёр орой, я талс, я ирмэгтэй 
байна гэдгийг тэмдэглэе. өөр үгээр хэлбэл бие биен- 
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106 дугаар зураг 


107 дугаар зураг 


дээ хоёрдмол тийм графуудыг 106 ба 107 дугаар зур- 
гууд дээр дүрсэлжээ. 

Р=1 уед (8) тэнцэл бишийг р*-ийн дурын эерэг утг 
хангана. (Үүнийг шалга). Орой бур дээрээ ганц ирмэг 
тэй холбоост граф нь зөвхөн нэг ирмэгтэй байх ёстой 
буюу өөрөөр хэлбэл 

Ь= 2, р=г=щ \ , о=1, о*= 2 
байх ёстой байна. 

р*=1 уед граф нь ганц гогцооноос тогтох ба туү- 
ний хувьд 

Ь=р — \. г=2. 0=2. 5* = 1 


=2, р* = 1 


байхыг хялбархан шалгаж болно. 

Евклидийн «эхлэл»-ийн 13 дугаар номонд зөв олон 
талстын сургаалыг тайлбарлаж бичсэн байдаг. Эдгээр 
олон талстуудыг бөмбөрцөгт багтааж болох ба тийм 
олон талст нэг бүрийн талстууд нь хоорондоо тэнцүү 
зөв олон өнцөгтүүдээс тогтох бөгөөд орой бүр дээр НЬ 
нэг ижил тооны ирмэг ба талстууд нийлсэн байна. Тийм 
олон талстын оройнууд ба ирмэгүүдээс бүрдсэн граф 
нь зөв граф байна. Түүнийг бөмбөрцгийн төвөөс бөм- 
бөлөг дээр проекцолж болох учраас энэ нь хавтгай 
граф байна. 
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Т^таеих гэдэг зохиолдоо Платон зөв олон талс- 
туудын тухай дурдсан байдаг. Платоны нөлөө асар их 
байсан учраас одоо ч гэсэн эдгээр талстуудыг Платоны 
биеүүд гэж нэрлэнэ. Евклид ч чухамдаа зөв олон талс- 
туудыг анх нээсэн юм бишээ. Зөв олоп талстуудыг 
Евклидийн өмнөх үеийн хүмүүс мэддэг байв. Зарим зөв 
олон талстуудыг пифагорчууд мэддэг байжээ. 

Эрт ба дундат зууны үед зөвхөн олоп талстуудыг 
орчлон ертөнцийн зохицлын билэг тэмдэг гэж үзэж 
байжээ 1 . 105 дугаар зураг дээр дүрсэлсэн таван графаас 
өөр ямар ч зөв граф байхгүй гэдэг нь бидний хийсэн 
өмнөх судалгаанаас харагдаж байна. 

Д а с г а л 

1. Тетраэдр, куб ба октаэдруудын хоёрдмъл графуу- 
дыг зур. 

2. Зөв олон талст бүхэнд Гамильтоны шугам байх уу 

5§. Шигтгэмэл 

Хэрэв угаалгын өрөөний шалыг ашиглавал зөв олон 
өнцөгтүүд давтагдсан хээ байхыг харж болно. Эпэ олон 
өнцөгтүүд иь элдэв хэлбэртэй байж болно. Тэдгээр нь 
квадрат юмуу гурвалжим эсвэл зургаан өнцөгтүүд байж 
болно (108 дугаар зураг). 

Шигтгэмэл шаланд ийм хээнүүдийг хэрэглэх явдал эрт 
дээр цагаас ихэд дэлгэрчээ. Төсөөтэй юмуу яг ижил 
нүднүүд давтагдсан хээ байгаль дээр олонтоо тохиолд- 
дог. Ургамал судлалд навч, нахиз, үрийц байрлалыг 
авч үзэхэд ийм хээнүүд олон тааралддаг. Ананас (хан 
боргоцой)-ийн гадаргуу юмуу наран цэцгийн үрүүд ийм 
зөв байрлалтай байдгийг та нар ажигласан байх 

Талс бүхэн нь нэг ижил тооны ирмэгтэй, эдгээр 
талстууд нь олоч удаа давтагддаг хавтгай граф гэж 
108 дугаар зураг 

1 Жишээлбэл И. Кеплер ингэж үзэж нарны аймгийн гаригуу ' 
дын параметрүүдийг тодорхонлохтой холбогдсон нилээд эргэлзээтэй 
тооцооллынхоо үндсэнд эдгээр биетүүдийг авчээ, 
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иймэрхүү хээнүүдийг графын онолын үүднээс үзэж болно. 
Чухамдаа ийм хээнүүд тийм олон янз байж болохгүй 
гэдгийг одоо бид узүүлье. Өмнө хэрэглэж байсан тэм- 
дэглэлүүдийг эад хэрэглэе. Графын орой бүр дээр ? 
ирмэг нийлдэг ба талс бүр нь р* ирмэгүүдээр хязгаар- 
лагддаг юм гэж үзье. Бид шигтгэмлийг хийхдээ 
шалыг ердийн зүйдэг маягаар аль нэг талаас эхэлж 
түүнд бусад тзл’етуудыг иэмк хавтглй! ямлр нэгэн 
хэсгийг бүрхүүлэв гэж бодъё. 

Тэгвэл хязгааргүй талсаас бусад бүх талсууд н ь 
ирмэгээр хязгаарлагдс-дн бөгөөд талсын хил дээр 
оршоогүй орой бүр дээр нь р ирмэг пийлсэн ховтгай 0 
граф гарна. 

Хил дээрх оройнуудын Ь х тоог иийт оройнуудын Ь 
тоонд харьцуулсан харьцаа нь улам улам бага боло- 
хоор хэсгүүдийн тоог улам олшруулан шигтгэмлий- 
үргэлжлүүлэв гэж бодъё. Хязгаарын онолын нэр томь' 
ёогоор 

хэрэв Ь — * оо бол -ү — > 0 


( 9 ) 
12 1 



гэж уээж болно. Өөрөөр хэлбэл хэрэв 6 нь хязгааргүй 
рүү тэмүүлбэл ■— бутархай тэг рүү тэмүүлнэ гэж хэлж 

болно. (3) томьёог ашиглан орой бүр дээрх ирмэгүү- 
дийн тоог тус тусад нь тоолж 0 графын ирмэгийн тоог 
үнэлье. Хэрэв графын орой бүр дээр яг р ирмэг нийл - 

дэг байсансан бол нийт ирмэгийн тоо нь -^-р 6-тэй тэн- 
цүү байхсан билээ. Хэрэв бид хилийн оройнууд дээрх 
ирмэгүүдийг тоолохгүй бол -ү- (6 — 6,) нрмэг гарна. 
Ийм учраас 

Р 6 — р 6, < 2р < рб 

байна. Үүнд р нь 0 графын ирмэгийн гоо болно. Энэ 
тэнцэл бишүүдийг 

р Р_ Ь 1 ^ Р ^ Р 

2 ~2 ' Ь ' Ь 2 

хэлбэртэй бичиж болно. 


Хэрэв 6 — » оо бол — > -ү (10) 

гэж (9)-ээс дүгнэлт хийж болно. Одоо (5) томьёогоор 
графын ирмэгийг тооцоолъё. р* ирмэгээр хязгаарлагдсан 
г— 1 ширхэг талс байэ^ ба талыг хязгаарлаж буй 
нрмэгийн тоо пь графын хилийн 6, оройн тоотой тэнцүү 
байна. Ийм учраас 

2р = (г— 1 ) р*+ 6, 

Энэ тэнцлийн хоёр талыг Ь р*-д хуваавзл 

_1_ _ _2_ _р_ , 2 6, 

Ь р * Ь ' Ь р* ь 

г эж бичиж болно. Хэрэв 6— *со бол баруун талын сүү- 
лийн хоёр гишүүн тэг рүү тэмүүлэх ба хэрэв 6— »собол 
(Ю)-аас 

2 _Р_ р 

Ь X" 2 = X 


гэж мөрдөн гарна. Одоо Эйлерийн (2) томьёог 
1 I. <* Р I 2 

1 + X = Х + X 
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гэж бичье. Ь-г өсөхөд (11) ёсоор тэицлийч зуун тад нь 
1 + ус РҮҮ тэмуүлэх ба харин (10) ёсоор баруун тал нь 

-4- руу тэмүүлнэ. Нэгний тэнцлийн хоёр тал нэг ижил 
хязгаартай байх учраас 

1 + уг = б0лн0 - 

Эндээс 

(р-2) ( Р *-2) =4 
гарна. Энэ тэнцлийг зөвхөн 

Р = 3, р*=б, р = 4, Р*=4, р = 6, р*=3 

гэсэн бүхэл хос тоонууд л хангапа. Ийм учраас хавт- 
гай графын давтагдсан хээ буюу шигтгэмэл нь нэг бол 
гурвалжнуудаас, нэг бол дөрвөн өнцөгтөөс, нэг бол 
зургаан өнцөгтүүдээс бүрдэж байх болко. Энэ бүх то- 
хиолдлуудыг 108 дугаар зураг дээр дүрслэв. 



IX БҮЛЭГ 


ГАЗРЫН ЗУРАГ БУДАХ 


1 §. Дөрвөн будгийн тухай асуудал 

Талстуудыг пь улс орнууд харин хязгааргүй талсыг 
пь далай гэлс бодож олон өнцөгт граф бүрийг газрын 
ямар нэг зураг юм гэж төсөөлж болохюм. Тийм зурагт 
далай, бүх улс орныг бие биеэсээ ялгагдаж байхаар 
буддаг. Ингэж будахдаа ерөнхий хилтэй орнуудыг ял- 
гаатай өнгүүдээр будах ёстой. Хэрэв бидний мэдэлд 
хүрэлцэхүйц тоопы будаг байвал ингэж будах нь тийм ч 
хэцүү зүйл биш. Харин өгөгдсөн зургийг ипгэж будз- 
хад доор хаяж хэдэн өпгийн будаг хэрэгтэй вэ? гэдэг 
асуудлыг тогтоох нь нэн төвөгтэй асуудал юм. 

Зохих шаардлаганд тохируулан дөрвөн өнгийн буд- 
гаар газрын зураг бүхнийг будаж болно бапх гэ- 
сэн таамаглал өргөн дэлгэрчээ. Графынонолын анхны 
судлаачдып нэг Британы мэтематикч А. Кэлигийя дөр- 
вөн будгийн тухай 1879 онд бичсэн өгүүлэл нь хааны газар 
зүйн нийгэмлэгийн бүтээлийн нэгдүгээр ботид орсон нь 
чухамдаа зүйтзй явдал болжээ. Энэ өгүүллийг дөрвөн 
будгийп асуудлыа «төрсний гэрчилгээ» гэж олонтсй 
ярьдаг. Энэ нь чухамдаа тпйм биш байжээ. Шотлапдын 
физикч Фредерик Гүтригнйн ярьснаар бол эпэ асуудал 
1850 оны үед Лондоны математикч-оюутнуудыч дунд 
нилээд дэлгэрсэн байснаас гадна түүний ах Фрэнсис 
Гүтри нь өөрийнхөө математикийн багш А. Де. Мор- 
ганы анхаарччг энэ асуудалд хандуулж байсан 
байна. 

Энэ асуудал эхэчдээ тийм хэцүү асуудал гэж тоо- 
цогдсонгүй. Математикчид түүнийг бараг илэрхий зүйл 
гэж үзэж байсан байх. Дараа нь хэд хэдэн буруу батал- 
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гаа гарч иржЭЭ. Дөрвөн будгийн бодлого иь хялбархан 
томьёогоороо будилуулж хамгийн их нэртэй математикч- 
дьщ хүчин чармайлтанд ч автсангүй. Энэ асуудалтай 
холбогдон графын онолыг сонирхох явдал ихэссэн нь уул 
онолд олон чухал үр дүн нээхэд нэмэр болсон бөгөөд 
энэ үр дүмгүүд иь дөрвөн будгийг ссуудлыг шийдвэр- 
лэхэд тустай мэт санагдуулж байжээ. 



109 дүгээр зураг 110 дугаар зураг 


Зарим нэг графыг будахад үнэндээ бидэнд дөрвөн бу- 
даг байх нь чухал гэдгийр Чэмдэглэе (109 дүгээр зур- 
гиЙ 1 ' хар). Вид янз бүрийн өнгүүдийг а, |3, у, 8, е, . . • 
гэж грек үсгүүдээр тэмдэглэж байх болно. Чухам ямар 
үсгээр ямар өнгий/ тэмдэглэх пь бидэмд онцын ач хол- 
богдолгүй байх нь мэдээж юм. Тетраэдрийн гадиа та- 
лын муж буюу төгсгөлгүй талсыг нь а өнгөөр буджээ, 
гэж саная. Тэгвэл бусад гурван талс нь бие биетэйгээ 
хил нийлсэн учраас тэдгээр нь өөр өөр өнгөөр (тэгэхдээ 
а-аас ялгаатай) будагдсан байх ёстой. 

Газрын зургийг аль болох цөөн будгаар будах ту- 
хай асуудлыг шийдвэрлэхдээ энэ зурагт зөвхөи хоёр 
ирмэг нийлсэн тийм оройнууд үгүй байж гэж үзэж болчо. 
Үпэндээ хэрэв а нь тийм орой бол зургий/ будах схе- 
мийг (загвар) өөрчлөхгүйгээр тэр орой дээр нийлсэн 
хоёр ирмэгийг нийлүүлж уул а-оройг зайлуулж болно 
(110 дугаар зураг). 

Ийм учраас орой бүр дээр нь гурваас доошгүй 
ирмэг нийлсэн тийм графуудыг авч үзэхэд л хангалт- 
тай юм. 

Мөп үүнээс ч илүү хатуу шаарДлага тавьж болно. Үүнд: 
Олоп өнцөгт дурын графыг ямар нэг тодорхой тооны 
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өш'ө«|) будах асуудлыг уул граф нь гурван зэргийн 
нэг төрлийн граф буюу өөрөөр хэлбэл орой бүр дээр 
нь яг гурван ирмэг нийлдэг тийм графыг будахад шил- 
жүүлж болпо. 



Өөр үгээр хэлбэл хэрэв бид будах тухай бодлогыг нэг 
төрлийн гурван зэргийн графын хувьд шийдвэрлэж чад- 
вал тэр бодлогыг дурын графуудын хувьд шийдвэрлэж 
чадна. Үнэндээ ямар нэг а орой дээр гурваас илүү ир- 
мэг Иийлсэн байж гэж үзье. (111 а дугаар зура 1 '). а 
төвтэй бөгөөд бусад аль ч оройд хүрэхгүй тийм жижиг 
С тойргийг татъя. а орой ба түү 1 дээр нийлсэн ирмэ- 
гүүдийн тойрог доторхи хэсгүүдийг авч хаяад тэдний 
оронд тойргийг нумуудыг ирмэг болгон авч үзье (111 
дүгээр зураг). Шинэ орой нэг бүр дээр гурван ирмэг 
нийлнэ. С тойргийг цэгт хумих замаар шинэ С х графын 
будалт бүрээс анхны С графын будалтыг гаргаж болно. 
Дээр нь гурваас илүү ирмэг нийлсэн орой бүр дээр ийм 
байгуулалтыг хийвэл зургийг будах тухай манай бод- 
лого нь нэг төрлийн гурван зэргийн олон өнцөгт графыг 
будах бодлогод шилжинэ. 

Иймд бид цаашдаа гурван зэргийн нэгэн төрлийн 
графуудыг авч үзэх болно. VIII бүлгийн 3 §-д гаргасан 
томьёонуудад нэмэлт болдог нэг чухал томьёо гурван 
зэрэгт графын хувьд байдаг гурван зэрэгт графын орой 
бүр нь гурван талст хамаардагт энэ томьёо үндэслэг- 
дэпэ. Ийм учраас бүх талстууд дээрх оройнуудыг тоол- 
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бол бүх оройи тоог гурав дахип авсантай тэнцэнэ. / ир- 
мэгтэй ийм учраас / оройтой талстуудын тоог -ээр 
дээр тэмдэглэж байсны адилаар тэмдэглэе. Тэгвэл 

3 Ь = 2ср 2 - ү Зсрз + 4? 4 + 5ф 6 + бср в -р 7«р ; -I- ■ ■ . ( 1 ) 

тэнцэл гарна. (1) тэнцлийг 2-оор, VIII бүлгийл (5) ба 
(4) тэнцлүүдийг харгалзан 3 ба 6-гаар үржүүлбэл 

6 Ь = 4фг+ 6 Рз — Ь 8^4 + Юр 5 + 12ф 6 + 14р 7 + . . . 

6 р =6ф 2 + 9ф 3 + 12ф 4 + 15р 5 + 18ф 6 + 21ф,+ . . . 

6 2 = 6ф2 + бфз + 6ф 4 + 6ф 5 + 6ф 6 + 6ф 7 + •• • - 

г эсэи гурван тэнцэл гариа. Эйлерийн (2) томьёог 
12 = 66 — 6/? + 6г 

хэлбэрээр бичиж дээр олсон утгуудыг орлуулъя. Үүиий 
дүпд 

12 = 4ф 2 + Зфз+ 2ср 4 + ср 5 — ф 7 — 2р 8 — ... (2) 

гарах ба энд бичигдээгуй бүх гишүүд нь сөрөг тэмдэг- 
тэй байна. (2) тэнцлийн баруун тал нь эерэг байх ёстой 
учраас бид доорх дүгнэлтийг хийж бодно. 

Гурван зэргийи нөг терлийн граф нь зургаагаас цөөн 
ирмэгээр хязгаарлагдсан талсыг заавал агуулна. 


2 §. Таван будгийн гухай георем 

Бид энэ зүйлд графыг дөрөв юмуу таван будгаар 
будах тухай бодлогыг авч үзнэ. Тэгэхдээ зургаагаас 
цөөн ирмэгээр хязгаарлагдсан талсыг ядаж нэгийг 
агуулсан нэг төрлийч гурван зэргийн олон өнцөгт гра- 
фуудыг авч үзэх явдлаар хязгаарлаж болохыг өмнөх 
зүйлд үзүүлсэн билээ. Граф хоёр, гурав, дөрөв ба таван 
ирмэгээр хязгаарлагдсан талс байх тохиолдлуудыг бид 
тус тусад нь авч үзье. 

а) Анхныхаасаа цөөн тооны талстай гурван зэргийн 
нэг төрлийн граф гардаг байхаар зарим нэг хилүүдийг 
орхиж болно. 

б) Хэрэв энэ гарсан граф нь таваас илүүгүй будгаар 
будагдаж болдог бол мөн анх авсан графыг ч ингэж 
будаж болдог гэдгийг бид дээрх тохиолдол тус бүрийн 
хувьд үзүүлнэ. Нэгэнт энэ шинэ граф нь бас л нэг 
төрлийн гурван зэргийн граф байх учир тийм хялбарч. 
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лллт Пүрпйц дарал зургаагаас цөөн ирмэгээр хязгаар- 
лагдсам талс дахиад л олдоно. Ийм хялбарчлалтаар 
улам улам цөөн будагдвал зохих талс бүхий графуу- 
дыг дараалан гаргаж авна. 

Давхар ирмэгүүд а) (.у-графыг хоёр ирмэгээр хяз- 
гаарлагдсап талс агуулахгүй болтол пь ямагт хялбар- 
чилж болно гэдгийг юуны өмнө бид үзүүлье. 



Хэрэв а ба Ь оройнуудын хооронд 113 дугаар зураг дээрх 
шиг давхар ирмэг байсан бол эдгээр ирмэгүүдийн Мэ- 
гийг нь зайлуулж үлдсэч ирмэгий нь (а, с) ба ( Ь , Л) 
ирмэгүүдтэй нэгтгэн тэднийг ганц ( с , й) ирмэгээр соль- 
ёо. Шинэ 0 1 граф нь бас л нэг төрлийн гурван зэргийн 
граф болио. 

б) Хэрэв 0 { графыг будаж болдог бол ( с , й) ирмэгийн 
хоёр талд а ба й гэсэн хоёр өөр өнгө байх болно. 
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114 дүгээр зураг 



Тэгвэл бид а ба Ь оройнууд ба хоёрдох (а, в) ирмэгийг 
буцааж байранд нь тавиад А талсыг гуравдахь ү өнц- 
гөөр будаж болно. 

Г урвалжин, талс. а) Авч үзэж буй графыг гурвал- 
жин талс агуулаагүй -болтол нь хялбарчилж болно. й 
нь А, В, С гурван өөр талстай хиллэсэн тийм талс 
болог. ( а , Ь) нь С ба О талсын хилийн ирмэг (114 дү- 
гээр зураг) болог. ( а , Ь) ирмэгийг зайлуулаад а дээр 
нийлсэн үлдсэн хоёр ирмэгийг нь нэг ирмэгт нэгтгэе. 
Мөн ийм ажиллагааг Ь орой дээр хийе. Гарсан О у граф 
нь нэгэн төрлийн гурван зэргийн граф байна. 

б) Хэрэв 0, графыг зохих ёсоор будаж болбол А 
талс нь ямар нэг а өнгөөр В нь (3 өнгөөр С-\-й талс 
нь ү өнгөөр будагдана. (а, Ь) ирмэгийг буцааж тавиад 
О талсыг бид дөрөв дэх 8 өнгөөр будаж болно. Дөрвөн 
өнцөгт талс а) Дөрвөн ирмэгээр хязгаарлагдсан талсыг 
зайлуулж болно гэдгийг үзүүлэх нь арай төвөгтэй. Р 
нь А, В, С, О талстуудтай хиллэсэн (115 дугаар зу- 
раг) тийм талс болог. 

Тэгвэл нэг ижил талсын хэсэг болдоггүй ба хоорондоо 
хиллэдэггүй хос эсрэг, жишээлбэл, В ба О (эсвэл А ба 
С) талсууд олдоно. Үнэндээ хэрэв жишээдэхэд А ба С 
нь нэг ижил талсын өөр хэсгүүд юмуу 'эсвэл тэдгээр 
нь 116 дугаар зураг дээрх шиг ерөнхий (т, п) хилтэй 
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Л 11 ЙПН 1 Л(М| И т«ле иь О талстай ерөнхий хилтэй байж 
'К1ДПХ I үй. Тэгнэл ( а , Ь ) ба (с, й) ирмэгүүдийг зайлуу- 
ллмд ( а\ а) ( а , с), ( с , с^) ирмэгүүдийг нэг (а\. С\) ир- 
мэгтэй нэгтгэе. Үүний адилаар (Ь х , Ь), (Ь, й), (й, й х ) 
ирмэгүүдийг нэг (Ь \, й\) ирмэгт нэгтгэе. Шинэ 0 , граф 
нь нэг төрлийн гурван зэргийн граф ба В + Р + й нь 
түүний нэг талс юм. 

б) 0 1 граф нь зохих ёсоор будагдсан ба В + В + О 
талс нь а өнцөгтэй байж гэж бодъё. Тэгвэл А ба С 



116 дугаар зураг 

талс нь ямар нэг р ба у өнцөгтэй юмуу нэг ижил өн- 
гөтэй байж чадахгүй. Одоо (а, Ь) ба (с, й) хоёр ир- 
мэгийг буцааж тавьж Р талсыг бид дөрөв дэх 8 өнгөөр 
будна. 

Таван өнцөгт талс а) Р талс нь 117 дугаар зураг дээрх 
шиг А, В, С. И, Е таван талстай хиллэдэг юм гэж 
үзье. Ерөнхий хилгүй, нэг талсын хэсгүүд болдоггүй 
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бөгөөд Р тллстий хпллчда!', .чэрэгцээ хос, жншээлэхэд 
А ба С талс эид мөп олдопо. Тэгвэл ( а , Ь) бл {с, й) 
ирмэгүүдийг зайлуулаад а , Ь, с, й оройнуудыг (117 
зургийг үз). Энэ орой бүр дээр үлдсэн хоёр ирмэ. тэй 
нэг ирмэг болгон нэгтгэвэл дахиад л нэг төрлийн гур- 
ван зэрэгт граф гарна. 

б). Энэ гарсан граф нь зохих ёсоор будагдсан бө- 
гөөд тэгэхдээ А -р Р + С талс нь а өнгөтэй болсон юм 
гэж үзье. В, О, Е гурван талсын хувьд р, ү, 8 гэсэн 
гурван өөр өнгө шаардагдаж болно. Хэрэв бидэнд таван 
будаг байсан бол {а, Ь) ба (с, Л) ирмэгүүдийг буцааж 
тавиад Р талсыг тавдахь е өнгөөр будаж болно. Харин 
хэрэв бидэнд зөвхөн дөрвөн будаг бзйсан бол үүнийг 
тэр болгон хийж чадахгүй. 

Хэрэв нэг төрлийн граф нь хоёр, гурав, дөрөз, та- 
ван ирмэгээр хязгаарлагдсан талстуудтай ба бидний 
мэдэлд таван будаг байсан бол ийм графыг будах ту- 
хай бодлогыг цөөн тооны талстай графыг будах бод- 
логод ямагт шилжүүлж болохыг бид ийнхүү үзүүллээ. 
Нэг төрлийн грзф дотор дор хаяж нэг цөөн тооны ир- 
мэгтэй талс агуулсан байх ёстойг өмнөх зүйлийн эцэст 
үзүүлсэн тул графыг ингэж эмхтгэх ажиллагзаг тавзас 
илүүгүй талстай болтол үргэлжлүүлж болох учир таваас 
Тьлүүгүй будгаар лав будаж болно. Ийнхүү дараахь тео- 
ремыг батлав. 

Таван будгийн тухай теорем. Хаөтгай 
дурын графыг таван будгаар будаж болно. 

• Бидэнд зөвхөн дөрвөн будаг байх тохиолдолд энэ 
теоремийн баталгааг хэрэглэж болохгүй. |Бидний дээр 
үзсэнээр энэ тохиолдолд таван өнцөгтүүдийг зайлуулж 
чадахгүй. Талс бүр нь таваас цөөнгүй ирмэгээр хяз- 
гаарлагдсан ямар нэг төрлийн графад хүрээд манай 
нэгтгэх процесс дуусаж болно. Энэ графад хоёр, гурав 
ба дөрвөн ирмэгээр хязгаарлагдсан талстууд байхгүй 
учир 

<р 2 = срз= = 0 байна. 


9 * 
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Иймд цаашид эмхтгэгдэхгүй нэг төрлийн граф ядаж 12 
таван өнцөгтийг агуулсан байх ёстой (2) томьёо ха- 
руулж байна. 

39-өөс цөөн тооны талстай дурын зургийг үнэн хэ- 
рэг дээрээ дөрвөн будгаар будаж болдог нь батлагд- 
жээ. Тооцон бодох машины манай зууны хувьд энэ зааг 
нь хэтэрхий өндөр зааг ч биш ээ. Хэрэв хэн нэгэн хүн 
энэ бодлогыг программчлах арга бодож олоод энэ бод- 
логыг тооцон бодох машинаар бодуулбал дээрх хилийг 
асар холдуулж чадах ба магадгүй дөрвөн будгаар бо- 
догддоггүй ямар нэг зургийг олчихыг хэн байг гэх вэ? 
Гэвч энэ нь үнэмшихэд бэрх зүйлээ. Тийм зургийн хувьд 
олон янзын хязгаарлалтууд тавигдах учир тийм зураг 
оршин байх нь маш сэжигтэй зүйл юм. Хэрэв дөрвөн 
будгийн асуудалтай холбогдсон олон тооны ажлуудын 
тухай бид ярих гэвэл дахиад л ийм хэмжээний ном хэ- 
рэгтэй учир энэ асуудалтай та бүхнийг танилцуулснаа- 
раа сэтгэл ханаад зогсохоос аргагүй юм. 



Дасгалын шийд 


I БҮЛЭГ 

1 §. -р хуудас 

2. АВ, АЕ, ЛО, ВС, ВО, ВР, СО, СО, ОН, ЕН, ЕО, 
ЕЕ, РН, РО, ОН. 

3. 9 ирмэг, 6 ор ойтой; 15 ирмэг, 8 оройтой 

2 §. 9-р хуудас 



2. -1 п (л— 1) 

3 §. 

1. 2-р зураг дээрх 0 графад таван ирмэгтэй орой байхад тийм 
орой 1-р зураг дээрх графад байхгуй учир 1 ба 2-р зураг дээрх 
графууд изоморф биш. б-р зураг дээрх граф иь ганц ирмэгтэй Р- 
оройтой учир 1-р хуудас дээрх графтаф изоморф биш. Мөн тийм 
шалтгаанаар 6-р дээрх граф нь 2-р зураг дээрх графтай изоморф 
биш. 

2. Нэгдугээр графын (5,8) ирмэг нь 4 урттай хоёр циклд ха- 
маарах ба харин хоёрдугаар графад тийм ирмэг байхгүй. 

3. Оройнуудын зохих харгалзааг зураг дээр дурслэв. 
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П9 дугаар зураг 


I ба 2. Эхний дөрвөн хөршийг А, В, С, О гэж тэмдэглэе. 
Тэдний замууд нь зураг дээрх хавтгай графыг уусгэж байг. Тав- 
дахь Е цэгийг хаана ч байрлуулсан ч тэр нь бусад цэгуудээсээ 
ямар нэг бптуү муруйгаар таслагдана. 



120 дугаар зураг 
6 § 

1. 2 дугаар зураг дээр 

Р (А ) = р (с) = р (О) = 3; р (0) = 5 
Р (В) = р (Е) = р (Е) — ? (Н) — 4. 


тул графын ирмэгийн тоо нь _ 1 ~( 3-3 + 4-4 + 5) = 15 — тэй тэнцү^ 
байна. 6 дугаар зураг дээр 

р (А ) = ? (В) = р (О) = р (Е) = 2 ? (с) = 3, ? (Е)= 1 
ннйт ирмэгийн тоо нь Л- (4-2 + 3 + I) = б-тэй тэнцуу байна. 

2. Эдгээр нь харгалзан 4 ба 2 сондгой оройтой байна. 
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II ИҮЛ9Г 


> 1 . 

1,28 дуга«р яурцр лм|)х гряф гув бу|*т вкви ■•Ш|» вшнпы 
орой овйх учир »дрир гряф туо Оүрийр ганц гиниИ|» йур«*<к 
болно. с/«-графыг 1,2 3,4 0* 2,4, 1,3 гааан вн1н гинш»»|» Лүр- 
хэж болно. Харни (/,> граф нь ганц I, 2, 3, 4, Л, I, 4, 2, Л, 3, I- 
гинжээр бурхэгдэнэ. 

б §. 

1. Нэгдүгээр граф нь А СВРЕйА Гамильтоны шугамтай бп 
хоёрдугаар нь А ВРЕНОСОА гамильтоиы шугамтп11. 

2. Хамгийн богино Ад А 4 А 3 А г гинж нь 4/0 урттаП бнПна. 


6 §. 


1. Хэрэв нүүдлийн чиглэлийг анхаарвал 336 нүүдэл байх, эсрэг 
тохиолдолд 168 нүүдэл бий. 

2. Гурван нүүдэлтэй булангийн 4 буудал, таван нүүдэлтэй за- 
хын 24 буудал, найман нүүдэлтэй төвийн 36 буудал бий. 


П[ БҮЛЭГ 

2 §. 

I. Эдгээр графын цикломатик тоонууд нь харгалзан 


7 = 15 — 8 + 1= 8 ба ү = 32 
тэй тэнцүү 


-21 + I = 12, 


ү байна. 

= Л-(л — I) л- л+ I =-?г(л 


= - 5 -(«- 1 )(«- 2 ) 


4 §. 

I. I графын хувьд жишээлбэл 
А -»Л С, В — ВЕ, С^СВ, О-Ш, Е — ЕР, Р^РА. 


2 дугаар зураг дээрх графыи 'хувьд 

А-+АВ, Б-БС, С-СД О- ОЛ 
Е-*ЕР, Р-*РО, 0-*0Н, Н-*НО. 


[V БҮЛЭГ 
2 §. 

1. Сурагч бүхэн тус тусад бүлгэм болно гэж үзвэл хамгиин 
бүдүүлэг жишээ гарна. Тэгвэл хэн нь ч ямар иэг өөр бүлгэмийн 
дарга болж чадахгүй. 

2. Нийт бүлгэмийн тоо нь 

1211 ~ 10 = 220 
1-2-3 
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тэй тэнцүү. Энэ нь боломжит бүх дарга нарын тоо 12-оос олон 
дахин их байна. 

3. Нэг буулгалт нь 

ТПу -► /72. т Ъ -► р 1 > Щ-*Р4> Щ-*Рь 

3 §. 

2. 48 дугаар хүснэгтийн мөр бүр ба багана бүр нь 1-ээс N 
хүртлэх тоонуудыг яг нэг нэг удаа агуулдгаас а) ба б) чанарууд 
мөрдөн гарна. в) чанарыг батлахын тул уул хүснэгтийг ажиглая. 
НэгдүгэЭр мөр ба нэгдүгээр багананы тоолбол дараахь зохион бай- 
гуулалттай N мөр ба N багана байиа. Үүнд: 

а) I дүгээр мөр ба «' дүгээр баганы огтлолцол дээр байгаа тоо 
нь I дүгээр тоглогч 1-тэй учирсанд харгалзана. 

б) Хэрэв ьф) бол I дүгээр мөр ба /' дүгээр багананы огтлол- 
цол дээр- байгаа тоо нь ) дүгээр тоглогчдын 

к = 2 I — / + [±(М — 1)] 

тэй тэнцүү дугаартай тоглогчтой учирсанд харгалзана. (Хэрэв 
шаардлага гарвал к тоог 2 ба А^-ийн хооронд байлгахаар энд N — I 
_ийг нэмэх юмуу хасах болно) Эндээс /-г илэрхийлбэл 

У = 2 I — й + [±( — N I )] болно. 

Энэ тохиолдолд к ба ] тэгш хэмтэй орж байгаагаас в) чанар 
мөрдөн гарна. 

V БҮЛЭГ 

3 §. 

2' Р (Л ) + р* (А ) + р 0 (А ) = к; р ( В ) + Р * ( В ) + Ро (В) ^к -1 
гэж бичнж болно. Үүнд Ро (Л) нь тэнцээний тоо 

3. п = 5 үед дараахь граф гарна. 



4 §• 

I. Энэ графууд дараахь хэлбэртэй байна. 
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2. Боломжийн нэг шийд нь 1 оройг 0 ангид хамааруулъя. 
Тэгвэл 2 ба 7 нь М ангид харин 5 нь 0 ангид хамаарах ёстой 
болно. 



I §• 

I ба 2. Бидний мэдэлд байгаа ганц хэмжих хэрэгсэл нь В ба 
С савууд өөрсдөө учраас зөвхөн эдгээр савуудын эсвэл нэг нь- 
дүүрэн, эсвэл хоосон байх тохиолдолд л бид шингэний хуваарилал- 
тыг үнэлж чадна. Шингэний тийм бүх хуваарилалтуудыг баруун 
талд дүрсэлсэн тэгш өнцөгтийн хил дээрх цэгүүдээр (жижиг ду- 
гуйгаар тэмдэглэсэн) дүрсэлжээ. V хуваарилалтуудын олонхийг 
энэ тэгш өнцөгтийн дотоод цэгүүдээр ( х үсгээр тэмдэглэгдсэн) 
дүрслэв. Ямар нэг дотоод цэгт хамаарах хуваарилалт бидэнд өгсөн 
байж гэж саная. Тэгвэл дараагийн юүлэлтэнд шингэнийг яг хэм- 
жих ганц арга нь нэг бол В, С савуу^ын нэгийг суллах, эсвэл 
нэгийг нь дүүргэх явдал юм. Аль ч тохиолдолд шингэний тийм 
юүлэлт нь графын хил дээрх ямар нэг цэгт хүргэнэ. Нэг бол дүү- 
рэн сав, нэг бол хоосон сав бидэнд байх учраас дараагийн юү- 
лэлт нь ядаж нэг сав нь эсвэл хоосон, эсвэл дүүрэн байх тийм 
хуваарилалтанд хүргэнэ. Өөр үгээр хэлбэл хилийн байрлалтаас 
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юүлэлт нь дахгад хилинн ямар нэг байрлалд шнлжүүлэх учраас 
дотоод V цэгүүдэд хүрч чадахгүй. 


С 

(I 0 0 0 0 0 

0 X X X X 0 

О X X X X 0 

О — Ө — 9 — Ө — Ө 0 • ь 

3. (7.0), (3,4), (3,0), (0,3), (7,3), (6,4), (6,0) 

2 §. 

2. Д 2 (Л,) = (0,0, ., а> I ; (Л 2 ) = (1.1,0) 

АМОМО, 0, а)(1,1, Р)(0,1 Т ), р>1, 7 >2. 

/7, (Л 2 ) = (1,1,0), (0,2,2) 

3. Зураг дээр дугуйгаар Л^-ийн хожлын, квадратаар Х 2 -нйн 
хожигдлын, байрлалтуудыг тэмдэглэв. 



В I (Д 1 ) = ( 1 .0), (0,1), (1,1) 

П г М 2 ) = (0,2), (2,0) 

5 2 (Д,) = (1,0). (0,1), (1,1), (3,0), (3,1) 

77 2 (Д 2 ) = (0,2), (2,0), (2,2) 

3 §. 

Тэмцээн нь хоёр тийшээ ; ,чиглэлтэй ирмэгүүдээр дүрслэгдэх 
ёстой. 
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VII БҮЛЭГ 


1 §• 

1. Жншээлбэл .а нь Ь - гийн квадратаас их’ гэсэн харьцаа юмуу 
„А ба В олонлогууд ерөнхий элементгүй* эсвэл. нэг гурвалжны 
нөгөөтэй огтлолцоно гэсэн харьцаануудыг ав. 



2. а) = (2- 3, 4, 5} 

/? а = (2. 3, 4) 

/? 4 = {2, 3} 

Я*-{2) 

/?2 = { 0 } 

б) Энэ харьцаа нь 5 оройтой, гогцоогүй бүрэн графаар дүрс- 
лэгдэнэ. 

5?б = (2, 3, 4, 5}, /? 5 = (2, 3, 4, 6) /? 4 = (2, 3, 5, 6} 

/?а = {2, 4, 5, 6), /?2 = (3, 4, 5, 6} 

в) . 4>/?б = <6}. /? 5 = {5}, /? 4 = {4> 



Тоо бүхэн өөрөө өөрийнхөө хуваагч болох учир а/ Ь харьцаа нь реф- 
лексив байна. VII бүлгийн 4 §-ийн 3-р бодлогын бодолтыг үз. 


2 §. 

2 а) Энэ харьцаа нь эсрэг рефлексив ба эсрэг тэгш хэмт бө- 
гөөд транзитив байна. 

б) Энэ харьцаа нь рефлексив тэгш хэмтэй боловч транзитив 
биш ээ. • 
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3 §. 


2. Хэрэв а = Ь + кт ба с = й + к г т бол 

а+с = Ь-\-(1+(к+ к\)т , 
а — с = Ь — </ + (А — <%!)« ба 
ас = Ьй + + 6А,)/и + 

+ кк г т^ = Ь<1 + (йк + Ьк\ + кк г т)т. 

И йм учраас 

а ± с ^ Ь ± Л (той т), ас 3 4 М (той т) 

3. а, Ь тоонуудын хувьд |а| = |й] харьцаа нь рефлексив, тэгш 
хэмтэй ба транзитив байна. Ийм учраас эиэ нь эквивалентийн харь- 
цаа юм. Эквивалентийн анги бүр нь ( а , — а) хосуудаас тогтоно. 
Ийм хос бүрийн гишүүд нь а = о байх тохиолдлоос бусад бүх то- 
хиолдлуудад бие биеэсээ ялгаатай байна. 

4 §• 

1. Бүрэн эрэмбэлэлтийн граф дээр 

(4, 3), (4, 2), (4, 1), (3, 2), (3,1), (2,1) 
ирмэгүүд байх ба 4, 3, 2, 1 энгийн, чиглэлт гинж нь суурь граф нь 
болно. 

2. Суурь граф нь дараахь чиглэлт энгийн гннж нь байна. 



3. а/Ь харьцаа нь зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн харьцаа мөн гэдгинг 
харуулахын тулд а = 1 а учраас а/а байна гэдгийг юуны өмнө тэм- 
дэглэе. Эрс ээрэмдэг эрэмбэлэлтийн хувьд а\Ь харьцаа нь Ь = ка, 
кф 1 гэсэн үг юм. Өөр үгээр хэлбэл хэрэв а\Ь харьцаанд а нь 
6-гийн жинхэнэ хуваагч бол энэ харьцаа эсрэг рефлексив байна. Энэ 
харьцаа транзитив байна гэдгийг шалгая. Үнэндээ хэрэв а\Ь ба Ь\с 
бол Ь = ка ба с = кф учраас с = к х ка ба иймд а\с байна. Эцэст нь 
хэрэв а\Ь ба Ь\а бол Ь = ка, а = 1Ь тул Ь = к1Ь болох ба энэ нь 
зөвхөн к, I бүхэл тоонууд хоёулаа нэгтэй тэнцүү буюу өөрөөр хэл- 
бэл а = Ь байх үед л биелнэ. Эрс зэрэмдэг эрэмбэлэлтизн хувьд 
а\Ь, Ь\а харьцаанууд нэг зэрэг биелэхгүй. 

4. 0-г оролцуулбал 8 дэд олонлог байна. Суурь графыг зураг 
дээр дүрсэлжээ. Урвуу граф нь суурь графтай изоморф байна гэд- 
гийг тэмдэглэе. 
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2. Энэ нь нэгдүгээрт 95-р зураг дээрх граф ба энэ графад 
шинэ ирмэгүүд нэмэхэд гардаг тийм графууд юм. Хоёрдугаарт 95-р 
зураг дээрх графад нэг тусгайрлагдсан орой нэмэхэд үүсэх граф 
ба энэхүү шинэ графад шинэ нрмэгүүд нэмэхэд гарч ирэх тийм бүх 
графууд юм. 

2 §- 

1 . Ь = 7, /> = 11. г=6 ба 7 — 11+6=2 

2. Ер нь Ъ = (п + I) 1 , р = 2п(п + 1) 

г = л* + 1, Ь — р + г = <*. 

4 §- 

2. БүгД дээр нь 


ГАРЧИГ 


Оршил I бүлэг. Граф гэж юу вэ? 

1 §. Спортын тэмцээн 5 

2 §. Тэг граф ба бүрэн граф 7 

3 §. Иэоморф графууд 9 

4 §. Хавтган графууд 13 

5 §. Хавтгай графуудын тухай нэг бодлого 15 

6 §. Графын ирмэгийн тоо • 19 
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